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本 书 介 绍 群 与 代数 表示 的 基本 理论 与 方法 ,侧重 于 有 限 群 的 常 表 示 埋 论 
和 有 限 维 半 单 代数 的 表示 理论 . 在 强调 线性 代数 方法 的 同时 ， 也 突出 体现 了 
群 表示 与 代数 表示 的 联系 . 

本 书 假 定 读者 学 过 线性 代数 和 近世 代数 . 

木 书 可 作为 数学 系 研 究 生 公共 基础 谋 教 材 和 高 年 级 本 科 生 选 颂 课 教 材 ， 
也 可 和 作为 相关 专业 的 敌 考 书 ， 
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1828 年 ， 17 岁 的 EE, Galois 发 更 5 次 和 5 次 以 上 代数 方程 的 
根 式 可 解 性 是 由 这 个 方程 异 出 的 某 种 代数 结构 的 性 质 ( 即 现今 称 
为 方程 的 Galois 群 的 可 解 性 ) 所 决定 的 . 这 一 天 才 的 上 发 现 不 仅 预 
示 着 以 代数 结构 为 研究 对 象 的 近世 代数 的 开始 ， 更 重要 欧 是 ， 由 
于 群 能 够 描述 自然 界 基 本 规律 之 一 的 对 称 性 ， 从 而 成 为 现代 科学 
中 最 核心 的 数学 概念 和 工具 之 一 . 杨振宁 先生 曾经 说 过 :“ 群 论 的 
美妙 和 它 在 物理 中 应 用 的 这 入 对 我 后 来 的 工作 有 雇 定 性 的 影 啊 - ” 


群 对 称 是 现代 数学 的 灵魂 ， 而 研究 群 对 称 的 基本 工具 是 群 表 
示 论 . 从 现代 代数 学 的 观点 来 看 , 研究 一 个 代数 结构 ,除了 直接 了 解 
其 内 部 构造 和 性 质 外 , 有效 的 方法 是 让 这 个 代数 结构 (例如 群 或 域 
上 欧 代 数 )“ 作 用 ”在 另 一 个 相对 简单 的 结构 上 《【 例 恕 集合 或 向 量 空 
间 ), 通过 考察 这 种 作用 的 效果 而 达到 理解 这 个 代数 结构 本 身 的 目 
的 . 这 一 想法 就 是 表示 论 的 原始 思想 . 尼 在 后 来 的 发 展 中 如 此 重要 
和 富有 成 果 ， 以 至 于 现代 表示 论 不 仅 以 其 优美 和 在 数学 的 众多 分 
支 中 的 应 用 而 别 具 鬼 力 ,而 且 在 物理 学 . 化学. 天文. 建筑 .信息 与 通 
售 万 至 找 矿 等 自然 科学 与 技术 领域 里 部 有 广泛 的 应 用 . I. Gelfand 
站 说 过 : “All of mathematics is some kind of representation theory 
E. Vinberg 曾 称 : “The theory of linear representations of groups 


is one of the most widely applied branches of algebra.” 


在 代数 结构 的 表示 中 ， 群 与 代数 的 表示 最 为 基本 ， 两 者 之 间 
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的 联系 和 相生 影响 也 很 直接 . 在 历史 的 发 展 中 ， 有 上 几 个 里 程 碑 是 
值得 回顾 的 . 

1843 年 、 区 . BR. Hamilton 发 现 四 元 数 代数 ,被 认为 是 有 限 维 
代数 的 起 源 ， 而 1896 年 ，F. G. Frobenius 发 现 有 限 群 的 特征 标 
理论 ， 标 志 着 群 表示 论 的 诞生 . 

有 限 群 表示 论 在 发 展 的 初期 就 显示 出 在 群 结 构 中 的 应 用 ，W， 
Burnside 于 1904 年 用 特征 标 理 论证 明 的 关于 pao 阶 群 的 可 和 解 性 
定理 直到 1972 年 才 有 纯 群 论 的 证 明 ; 更 令 人 惊奇 的 是 ，Frobenius 
关于 真正 规 子 群 存在 的 一 个 充分 条 件 宇 今 尚 无 纯 群 论 的 证 明 . 

1905 年 ， Frobenius 的 学 生 工 Schur 利用 现今 称 汶 Schur 引 
理 的 工具 对 Frobenius 的 工作 作 了 系统 的 简化 ， 其 方法 是 线性 代 
数 的 . 

1908 年 ，J. H. M. Wedderburn 建立 了 更 在 称 为 Wedderburn- 
Artin 定理 的 半 单 代数 的 基本 理论 ， 到 了 1929 年 ，E. Noether 在 
帮 的 竟 基 性 长 文 Hyperkomplexe Grassen und Darstellungs The- 
orie 》 中 用 有 限 维 代数 上 的 模 统 一 了 有 限 群 的 常 表示 和 有 限 维 半 
单 代数 的 表示 ， 在 以 EE. Noether, EE. Artin 和 RR. Brauer 为 首 的 德 
国学 派 的 工作 中 ， 半 单 代 数 及 其 表示 取得 现代 的 形式 ， 并 大 部 分 
地 推广 到 具有 降 链条 件 的 环 上 上 . 

而 在 20 世纪 20 年 代 中 期 ， Schur 和 H. Weyl 将 有 限 群 的 
表示 理论 推广 到 紧 群 上 上， 开始 了 无 限 连续 群 的 连续 表示 的 研究 ， 
Peter- Wevl 定理 推广 了 著名 的 Fourier 展开 定理 , 成 为 紧 群 上 调和 
分 析 的 基础 . 

1935 年 ， Schur 的 学 生 Braner 开创 了 有 限 群 模 表 示 论 的 研 
帘 ， 即 在 特征 整除 群 的 阶 的 瑾 上 的 有 限 群 表示 论 ， 这 为 有 限 单 群 
的 分 类 提供 了 工具 上 的 准备 、 有 限 群 模 表 示 论 至 今 仍 是 数学 中 十 
分 活跃 的 重要 领域 . 
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1956 年 ，K. Jacobson 出 版 了 《Structurc of Rings 》-- 书 , 实 
际 上 也 将 有 限 维 代 数 的 理论 推广 到 了 元 限 维 代数 上 ., 在 群 的 模 表 示 
论 和 非 半 单 代数 的 表示 中 ， 仅 仅 研 究 不 可 约 表 示 是 远 远 不 够 的 ， 
而 需要 研究 不 可 分 解 表示 ， Jordam-Hatder 定理 和 Krull-Schmidt- 
Remark 定理 对 于 非 半 单 代 数 的 表示 是 商 条 基本 的 定理 . 

一 方面 ， Brauer 和 R. MM. Thrall 三 1940 年 左右 关于 Briauer- 
Thrall 猜想 { 即 如 果 有 有限 维 代数 4 上 的 不 可 分 解 咕 示 的 维 数 是 有 
界 的 ， 则 4 是 有 限 表 示 型 ， 其 4 仅 有 有 限 多 个 不 可 分 解 表示 ) 刺 
激 了 现代 代数 表示 论 的 发 展 、M. Auslander 和 A. WV. Roiter 分 别 
于 1974 年 和 1968 年 展 不 同 的 方法 独立 解决 了 Brauer-Thrall 猜 
想 ， 被 认为 是 现代 代数 表示 论 的 开始 ， 男 一 方面 ，Auslander 和 上 工 
Reiten 关于 几乎 可 裂 序 询 的 理论 反 过 来 在 有 限 群 的 模 表 示 论 中 叉 
起 着 重要 的 作用 . 这 种 交叉 式 的 发 展 在 群 与 代数 表示 中 显得 十 分 
突出 . 


有 目 1991 年 起 , 我 们 在 中 国 科 学 技术 天 学 数学 系 为 研究 生 开设 
“ 群 与 代数 表示 引 论 ” 公 共 基 础 妾 ， 本 书 是 在 讲 柱 基础 上 太 复 修 
改 而 成 的 . 


虽然 用 半音 代数 上 的 异 统 一 地 处 理 有 限 群 的 常 表 示 和 有 限 维 
半音 代数 上 的 表示 更 为 简洁， 但 考虑 到 听众 不 仅 有 数学 系 的 研究 
生 和 高 年 级 本 科 生 ， 世 有 其 它 系 的 研究 生 和 高 年 组 本 科 生 ， 我 们 
选择 了 只 用 线性 找 数 ， 开 门 见 而 地 讲述 群 表示 的 基本 概念 得 特征 
标 理论 ， 实 践 表 明 ， 这 种 处 理 无 需 很 多 预备 知识 就 可 直接 进入 表 
示 论 ， 易 于 理解 ， 同 时 也 体现 出 线性 代数 与 表示 论 的 直接 联系 . 
待 到 前 两 章 结束 后 ， 再 系统 地 介绍 有 限 绯 代 数 上 的 模 ， 这 时 学 生 
已 有 较 多 的 感性 认识 ， 同 时 也 为 讲述 诱导 表示 提供 了 一 般 的 语 训 
机 工具 . 


IV 群 与 代数 表示 引 论 
本 书 是 群 与 代数 表示 的 基础 教材 ， 对 于 有 限 群 的 表示 ， 只 小 
及 常 表示 论 ， 当然 ， 也 通过 例子 说 明了 常 表 示 与 横 表 床 的 本 质 区 
别 ; 对症 有 限 维 代数 的 表示 ， 只 介绍 基本 的 理论 , 未 涉及 现代 { 非 
半 单 ) 代数 表示 论 ， 对 于 紧 群 的 表示 ， 只 介绍 紧 致 拓扑 群 的 表示 ， 
末 般 及 紧 Lie 群 的 表示 . 在 处 理 方法 上 上 ， 前 两 章 中 我 们 强调 线性 
代数 的 方法 ， 而 在 后 二 童 中 则 试图 体现 群 与 代数 表示 的 联系 和 相 
万 影响 . 在 流行 的 群 表示 论 教科 书 中 ，J. P. Serre 的 书 [S| 是 用 线 
性 代数 写成 的 ， 但 仅 对 复 表 示 而 言 、 尽管 从 复 表 示 到 一 般 的 常 表 
示 没 有 本 质 的 困难 ,但 我 们 还 是 乐意 作 车 干 改 变 ， 将 前 两 章 的 结 
采用 述 成 一 般 常 表示 的 形式 ， 而 仍然 保持 线性 代数 的 写法 不 变 . 


全 书 共 分 6 章 . 第 1 音 介 绍 群 表示 的 基本 概念， 第 2 章 讲 述 
特征 标 理 论 ， 第 3 章 是 关于 代数 上 的 模 ， 第 4 章 讲 述 诱 导 表 了 示 与 
诱导 特征 标 ,， 第 5 章 证 明了 Brauer 和 Artin 关于 诱导 特征 标 和 有 
理 特 征 标 的 定理 以 及 另外 几 个 重 次 的 定理 ， 第 6 章 介 绍 紧 群 上 的 
表示 . 

本 书 力求 条 理 清晰 , 通俗 易 懂 ; 讲 清 思 想 . 方法 和 线索 ;体现 
群 与 代数 表示 的 联系 ， 配 以 较 包 例题， 几乎 每 节 后 都 有 难度 适中 
的 习题 ， 有 的 是 很 重要 的 结论 ， 我们 鼓励 读者 全 完 这 些 习 题 ， 较 
难 的 习题 均 配 有 提示 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数 学 系 研 究 生 和 高 年 级 本 科 生 “ 群 与 代 
数 表 示 ” 课 程 的 教材 ， 一 学 期 周 4 或 周 3 学 时 ， 亦 可 作为 相关 专 
业 的 参考 书 . 带 星 号 的 内 容 可 略 去 不 讲 . 


在 成 书 的 过 程 中 ， 主 要 参阅 了 [AB], [CR2], [D], [Jac]. 四, [S]， 
[Sim], [Vin], 草 锡 华 -时 俭 益 [CS], 丘 维 声 [Q], 曹 锡 华 - 叶 家 琛 
[CY] 等 文献 . 


刘 绍 学 教授 对 于 本 书 的 写作 始终 给 予 热情 的 鼓励 ， 并 提出 宝 
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mi} 


贵 意 见 ， 成 书 过 程 中 得 到 程 艺 教授 的 支持 和 蓝 升 教授 的 关心 各 
届 同 学 也 对 讲稿 提出 了 修改 之 处 ,例如 徐 松 罗 、 黄 华 林 、 李 立 梢 、 
李 锦 嘉 、 宋 柏林 、 孙 建华 、 许 页 、 方 明 、 博 诚 浩 、 卷 学 持 、 叶 施 、 
博 广 宇 、 王 槐 华 、 陈 小 伍 、 性 冢 大 等 ， 特 别 是 武 清 宇 协 助 仔细 校 
对 . 余华 敏 女 士 耐心 地 打印 了 本 书 的 初稿 . 

本 书 的 写作 得 到 中 国 科 学 技术 大 学 教务 处 和 和 研究生 院 的 资助 ， 
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表示 p 的 核 
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第 1 章 群 表示 的 基本 概念 


本 章 介 绍 群 表示 的 基本 概念， 包括 群 表示 的 定义 与 例子 ， 常 
用 的 构造 方法 ， 不 可 约 表 示 与 完全 可 约 表示 ， Maschke 定理 ， 止 
则 表示 的 不 可 约 分 艇 ， 最 后 举例 确定 群 的 不 可 约 表示 . 

我 们 强调 有 限 群 的 表示 是 向 其 空间 YW 上 |G| 个 可 赣 线 性 变换 
的 理论 ， 这 |G| 个 可 道 线 性 变换 是 以 “ 群 G 的 方式 ”同时 作用 在 
Y 上 的 . 因此 ， 从 茶 种 意义 上 讲 ， 有 限 群 的 表示 理论 可 视 为 线性 
代数 “ 非 平 凡 ” 的 推广 , 


定义 和 例子 


1.1 定义 设 避 是 住 一 和 群 ，V 是 域 三 上 上 的 阿 基 空间 .如果 存在 
群 同 态 p :到 GL(W). 其 中 GL(V) 是 一 般 线性 群 ， 即 1 上 人 全体 
可 道 线 性 变换 作成 的 乘法 群 ， 则 称 (Vp) 是 GG 的 一 个 FF- 线性 表 
示 , 简称 为 下 - 表示 ,或 FF- 表 东 中 若 玉 是 有 限 维 的 , 将 dim#V 
称 为 该 表示 的 维 数 或 次 数 ， 记 为 deg p ; 将 称 为 表示 空间 . 

令 Kerp :二 {9 €G|p(l9) = 1v }, 称 为 表 世 p 的 核 . 若 
Kerp = {1}, 则 称 p 是 忠实 的 表示 . 


因此 ， 群 G 的 FF- 表示 (VW.p) 有 两 个 要 素 ， 一 为 表示 空间 六， 
一 为 群 同 态 p. 要 断言 (Vp) 是 G 的 一 个 F- 囊 示 ， 必 须 而 且 只 要 
验证 如 下 两 条 : 


2 群 与 代数 表示 引 论 


{i pp 是 GG 到 GLO) 的 有 映射 即 YyEG, pl9) 是 下 的 可 道 
线性 变换 ; 

(ii) Va, #2 EG, 均 有 p{g1: 92) = p91) : plg2). 

有 时 候 ， 利 用 如 下 条 件 验 证 似乎 更 方便 ， 即 (Vp) 是 避 的 一 
个 F- 表示 当 且 仅 当 上 述 条 件 让 和 下 述 条 件 fii 被 满足 : 

fiil) pp 是 所 到 End(Y) 的 映射 日 p(1) = 1v, 其 中 End; (VW) 
是 站 的 全 体 线性 变换 作 砍 的 环 . 


1.2 群 表示 的 实质 是 群 在 向 是 空 间 上 的 线性 作用 ， 困 此 有 时 用 下 
述 观 点 更 是 然 . 

定义 设 如 是 任 一 群 ，T 是 域 下 上 的 同 量 空间 .如 果 存 在 
G 在 V 上 的 -线性 作用 ， 即 存在 映射 GxV 地 下: (9 喇 
go EV vig,v) EG x TV, 满足 

(i glut+ ou) = ou+ov, VIEC, Uv EYL; 

(i g{av) 一 和 (gu Y geEG, aE FvEeEV,; 

(ii l= VY Yee 

(iy) 【后 和 了 二 的 Yh, 9 EG, EY, 
则 称 VV 是 避 的 一 个 F- 表示 . 


如 同 抽 锭 代数 中 群 在 集合 上 的 作用 ， 上 述 定 义 中 (iij, liv) 两 
条 是 说 妇 在 集合 YY 上 有 一 个 作用 ; 而 外 ,Gi) 两 条 则 是 说 这 种 作 
用 是 所 线性 的 ， 从 而 与 WV 的 所 向 其 空间 结构 是 吻合 的 . 
群 表示 的 上 述 两 种 定义 是 等 价 的 ， 若 有 如 的 所 表示 (VY;p)， 
则 
9 :一 Po Vg E GV EV, 


给 出 了 局 在 VW 上 的 FF- 线性 作用 ， 若 有 GG 在 VW 上 的 FF 线性 
作用 ， 则 g po Yg &€ G, 给 出 了 GG 的 FF- 表示 (VP), 其 中 


第 1 章 群 表示 的 基本 概念 3 


p{gltu) := gu, Yu EY. 
今后 ， 若 无 特别 声明 ， 我 们 只 研究 群 的 有 限 维 表示 . 


1.3 和 例 1( 单 位 表示 ) 令 让 = 下 YqgeEGaecFf, 今 ga = 
a， 则 称 WW 是 G 的 单位 F- 表示 或 主 表示 ， 其 次 数 是 1， 此 时 
GL{V) 衬 FF*, 有 即 玉 的 全 栖 非 零 元 作成 的 滋 法 群 ， 而 相应 的 群 同 泰 
PC 一 CE 衬 Fr* 是 单位 同 态 1. 单位 表示 记 为 1c = (1)， 
其 核 为 G. 

例 2 令 G=D={abla!:==1,aob = pe- 》 一 
(ablat= = 1,(ab)? =1) 熟知 也是 直方 形 的 对 称 群 ( 即 
平面 上 的 将 正方 形 中 的 点 仍 变 成 正方 形 中 的 点 的 正 交 变换 )， 考虑 
D4 的 如 下 2 维 复 表 示 : 

仿 玉 二 C2 = Cel 4 Ces p:G 二 GL(WY, 其 中 


/i 0 ,f° 3 
P= .AD = | 0 上 


plamen)} = (pla))™ (p60 Ome<d,n=0,1. 


欲 证 (Wp) 是 G 的 忆 - 表示 ， 只 要 验证 1.1 中 条 件 (0 在 GG 的 定 
义 关 系 上 得 到 满足 即 可 . 捉 实 上 ， 我 们 有 


i oON” /1 0 
4 -一 
oox=(。 ®) 0 让) 
az_fo 1 ”An 
(ofD)) = 1 0 = 
i ON AD YY” 
(plab)})? = (plo) - ptb))” = (( 站 0 让 
A 1 0 
-i ,) -( 1 人 
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例 3{ 给 阵 表 示 与 表示 的 矩阵 ] 用 GEa(E) 记 全 体 nr 阶 可 道 
咎 隆 作成 的 乘法 群 。 群 同 态 P: G 一 GEn[ 开 ) 称 为 台 的 一 个 
次 FF- 全 阵 表 示 . 

G 的 第 阵 表示 与 G@ 的 有 限 维 线性 表示 是 一 回 事 , 设 有 GG 的 一 
个 nn 次 FF- 矩阵 表示 p. 令 玉 = FF" 则 对 于 作用 gv := plg)v, Y9E 
GG, v EV,V 是 如 的 一 个 mn 次 天 线性 表示 . 友之 , 设 人 VP 是 
的 一 个 n 深 所 线性 表示 . 选 定 玉 的 一 组 站 基 B= {ei,'…,en}. 
则 得 到 G 的 F- 抵 阵 表示 pe, 其 中 ps {9) 是 plg) 在 基 B 下 的 矩 
阵 ， VyE€. 

给 定 有 限 群 G 的 一 个 n 维 表示 (Vp), 等 同 于 给 定 |G| 个 ” 
阶 可 逆 算 阵 ps (9),g E G, 使 得 


Pa ld 一 pp Palg2), YA, PH EC. 


若 男 选 的 一 组 基 CC, 则 (Vp) 可 表达 成 盾 阵 表示 (VY pc) 的 形 
式 . 对 于 任 一 9g € G, po{9) 与 ps (9) 是 同一 可 逆 线 性 变换 plg) 在 
不 同 基 下 的 定 阵 ， 因 此 p. (9) = Tips (9)T, YE 其 中 全 是 基 
B 到 基 CC 的 这 渡 第 阵 . 由 此 可 见 ， 虽 然 矩阵 表示 (ps ) 与 (Vpo) 
的 形式 不 同 ， 但 实质 上 是 一 回 事 . 描述 这 种 形式 上 不 同 但 实质 上 
相同 的 表示 就 是 表示 等 价 的 概念 ， 我 们 将 在 下 一 节 中 讨论 . 

因此 , 如 果 认 为 线性 代数 是 向 量 空间 中 一 个 线性 变换 的 理论 ， 
则 有 限 群 G 的 表示 就 是 |G 个 可 逆 线 性 变换 以 “如 的 方式 ”同时 
作用 在 向 其 空间 上 的 理论 ， 

例 4( 正 则 表示 1 令 玉 = FG 即 Y 是 以 G 中 元 素 为 基 元 作 
成 的 F- 向 其 空间 . 令 蝇 在 WV 上 的 F- 线性 作用 是 由 如 中 的 乘法 
诱导 的 ， 即 Yr € GG， T= 2 Th he V ,其 中 x EE 下, 定 疼 


gr = DY, zhlg :A). 


heG 


a 
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则 易 证 1.2 中 四 杀 性 质 均 满足 ， 从 而 玉 是 避 的 |G| 维 乒 表示， 
记 为 (FG, preg), 称 为 如 的 天- 正则 表示 {读者 可 自行 写 出 用 定义 
1.1 叙述 的 形式 }. 它 显 然 是 忠实 的 表示 . (车 G 是 无 限 群 ， 则 还 
则 表示 是 无 限 维 的 , ) 注意 到 正则 表示 有 如 下 特点 : prepg(9) 将 表示 
空 避 的 - -组 基 G 仍 变 成 这 组 基 .Yq E G; 也 就 是 说 ， 群 作用 引起 
@ 中 元 的 置换 ， 从 而 正则 表示 在 基 G 下 的 完 阵 均 是 斜 换 第 阵 . 

更 一 般 地 ， 我 们 有 

俩 5( 置 雹 表示 ) 设 5S= 1{,2,…,n} 是 有 限 G- 集 ， 即 避 在 
5S 上 有 一 作用 {或 等 价 地 ， 给 定 广 GG 到 n 次 对 称 群 S$, 的 -- 个 群 
闻 态 ). 令 下 =FS5, 有 即 1 是 以 5 中 元 素 为 基 元 的 F- 向 其 空间 . 邻 
PG GL(T) 为 如 下 群 同 态 : YE G，pt9) 是 将 任 -- 基 元 上 ES5 
送 到 基 元 gi 的 可 道 线性 变换 . 这 样 得 到 的 表示 称 为 由 避 - 集 5 诱 
导 的 置换 表示 . 因此 在 基 S$ 下 ， 任 - -线性 变换 pflg) 的 邱 阵 均 是 置 
换 矩 阵 ， 

特别 地 , 若 豆 < 如 则 GG 关于 塘 的 左 陪 集 的 集合 Gy/ 豆 对 上 
作用 8fz 吾 ] := (9x)H, Yg.x EG 是 一 个 G- 集 ， 从 而 得 到 相应 的 
e 的 竹 换 表示 . 

例 6 设 G= {9) 是 nn 阶 循环 群 .考虑 G 的 六 止 则 表示 
preg. 则 preg(9) 是 将 了 变 到 9 :1<i<m 的 线性 变换 ， 因 此 
pt9) 在 基 扣 = {1,9.…….g" "上 } 下 的 知 阵 为 置换 阵 


人 并 
0 ... 00 
4=| 
0 0 ... 00 
0 0 ... 10 


从 而 六 egl(g 在 G 下 的 矩阵 为 41, 0 <i<n-1. 
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例 7 设 G= 3. 考虑 由 恒 等 映 射 G 全 5s 诱导 出 的 置 挽 表 
示 p. 令 S$S={1,2,3),V=FS=F. 则 p: G 二 GL(V) 是 下 述 


群 同 态 ， 
1 0 0 
(1) -er 人 1 中 
0 0 1 
0 1 0 
(12) — ps((12)) = [ 0 中 
0 0 1 
0 0 1 
oem 人 10] 
1 0 0 
1 0 0 
ne | 0 中 
0 1 0 


(123) oo ps ((123)) = 


(132) 一 ps ((132)) = 


习 题 


1. 详细 验证 定义 1.1 与 定义 1.2 的 等 价 性 . 
2. 设 玉 = {(1),{(12)(34),(13)(24), (14}(23)}, G = S54 则 GY/EK 


~] 
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兰 S43， 写 淹 由 典范 同 态 T: GG 一 5S; 诱导 出 的 置 摘 表 示 P 的 


3， 写 出 53 前 正则 表示 的 起 了 泗 表 达 . 

4， 设 囊 有 是 如 的 子 群 则 GG 关于 瑟 的 本 陪 集 的 集会 C/ 瑟 
作成 G- 集 ， 求 由 此 GG- 集 请 导 的 置 接 表 示 的 核 ， 

5， 证 明 指 数 垣 数 了 re ww ER 及 ,其 中 下 为 实数 域 ， 昌 
是 一 国定 的 实数 ， 是 加 法 群 及 的 一 炎 实 表示 ; 进一步 地 ,车 连续 
画 数 了 是 加 法 群 且 的 1 次 实 表示 ， 则 必定 是 指数 函数 ， 
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与 群 的 结构 理论 相似 ， 研 究 子 表示 与 商 表示 是 研究 表示 的 一 
2.1 定义 们 设 (1) p) 是 群 G 的 六 表示 . 若 世 是 下 的 五 子 
空间 , 和 且 pl9) :UCU YqgeG, 即 W 是 WW 的 -不 变 于 空间 ， 则 
称 (U, plw) 是 (Up) 的 子 表示 . 

因此 , 说 “U0U 是 WY 的 子 表示 *， 等 于 说 “VU 是 V 的 子 空间 且 
对 于 G 的 作用 是 封 闲 的 ”. 

Gi 设 (VU pli) 尾 (tp) 的 子 表 示 ， 考 虚 商 空间 YAC. 对 于 
了 E 人 T+EFEt7D 定义 grz+E:= gz+U., 则 WiU 对 于 这 一 
作用 作成 G 的 表示 ， 称 为 (Vp) 的 南 表 示 、， 记 为 (WiU, pe). 


设 (Upl,.) 是 和， 六 的 子 表示 ， 选 定 了 的 一 组 基 B = 
《1 司 得 和 一 ft 是 Cr 的 一 组 基 . 


{pli }.. (9) * 
一 ， YUEG, 
pa (9) ( 0 (po (0) ) y 
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其 中 B= {unitU unt+U}. 


2.2 例 1 考虑 后 的 下- 正则 表示 (FG,preg). 令 U= Fz, 其 中 
2 一 2 9 则 易 证 UU 是 G 的 正则 表示 的 子 家 示 . 
日 全 


例 2 今 VW = FG. 定义 如 的 作用 如 下 Wi EG,z= 


3 zeEW grF: 二 za9hg 1 则 天 是 台 的 天 表示 . 设 NaG， 
hEG he 


0D = FN. 则 CU 是 的 子 表 示 . 
2.3 ”研究 不 同 表示 之 间 的 联系 是 表示 论 的 一 个 基本 任务, 而 反映 
这 种 联系 的 基本 概念 是 表示 的 同 态 . 
定义 ” 投 (Wi,p1), (V3,pz2) 是 群 G 的 两 个 FF- 表示 .如果 所 线 

性 映射 了 了 : Wi 一 13 使 得 对 于 任 一 g € G 下 图 交换 ; 

人 - 力 全 

pi(g) 4 | patg) 

全 -全 配 
即 fp1 (9) (9)) = mg ,或 简 记 成 ftg9:0) = 9g 了 2), YYE 
则 称 是 VW 到 13 的 表示 同 态 ， 或 称 为 G- 模 映 射 . 藻 了 是 全 
到 仍 的 G- 机 映射 并 且 f 是 双 射 茎 单 又 满 ), 则 称 了 是 G- 模 同 
枸 ， 此 时 称 {11, 户 ) 与 (13,p2) 是 等 价 的 表示 ， 或 同 构 的 表示 ， 记 
为 网 涯 全 ,或 向 宕 应 


用 托 阵 的 语言 说 ， 表 示 访 与 三 等 价 当 且 羽 当 存在 到 的 一 
组 基 Bi,i 一 1,2, 使 得 p, 。(9) 同时 相似 于 ms (9), Y9EG, 即 本 
在 同一 个 可 雍 阵 了 使 得 

pa, (9) =T pss, (NT, YogeG. 

设 (11,pi) 与 (13,p2) 是 等 价 的 F- 表示 ， 了 是 相应 的 G- 模 

同 构 ， 则 对 于 的 任 一 基 Bl 和 W 的 基 f(Bi), pi{9) 在 Bi 下 
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的 矩阵 和 pz(g) 在 基 f(tBi) 下 的 第 阵 相 等 ,Yg € G. 内 此 ， 等 价 的 
表示 当然 被 视 为 则 一 表示 . 


2.4 引 理 设 7:01p0 一 (23.p) 是 G- 筑 瞻 射 ， 今 


Ker ={é 0 | 7) = 0}, 
Imf ={/w) el |eW}. 


则 有 

() Kerf 是 (41,p1) 的 子 表示 . 

的 Imf 是 (13,12) 的 子 表示 . 

fiiy 于 单 仿 Korf = (0). 

fi f 满 人 Imf = 1 

fs] dime(Kerf} + dimr {Inf)} = dimer Wi. 

(Vi) Imf 全 WI/Kerf (G- 模 同 构 ). 

(sii) 油 g: (4) 二 (13;ps) 是 GG- 模 岗 揣 月 Kerf CC Kerg, 
则 存在 G- 寞 映射 玉 : Im 一 (13,p3) 使 得 g 二 hI 

证 明 留 作 习 题 . 


2.5 设 1;13 均 是 群 台 的 已 表示 - 用 Hormel 到 ) 记 人 到 
二 的 全 体 FF- 线性 映射 作成 的 F- 向 地 空间 ， 用 HomefWi,yz) 表 
示 Wi 到 12 的 全 体 G- 模 映 射 作成 的 集合 ， 则 Homr(Wi,T2) 和 
Homerta,12) 对 于 映射 的 加 法 和 合成 均 有 环 的 结构 - 对 于 任 一 了 E 
Homr{11,12) 和 任 一 9 € ,定义 gf :WW 二 12 为 如 下 所 线性 
摧 射 : 
(9 站 (人 三 9 0)), Yrveh, 

则 有 

引 理 Homrflti,13) 对 于 上 述 作 用 是 G 的 维 数 为 dimarT1 
dimFTW3 的 FF- 表示 ， 且 Home(11,12) 是 其 子 表示 . 
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(请 读者 考虑 为 什么 选择 上 述 的 作用 ， 而 不 选择 下 述 诸 种 
定 羡 ? 

Gi) (gf) (0) = g(f (0)); 

(ii) (gf)(v) = flgv) 

[ii (gf) (v0) = gf (vo); 

(if) (gf)(v) = f(g  ).) 


2.6 例 设 =CetpCeG=D=(n0b|n = = (ob = 


1 7. 
令 pi 为 如 下 作用 : 
人 el 一 ie1， 站 Ed —= —iey, bel = ea， bes = a1; 
令 pz 为 如 下 作用 : 
QE] = ez， Ge 一 一 el1。 bel = ea， bez 一 el， 


则 易 验 证 fm) 和 (Vp2) 均 赴 G 的 表示 ， 并 且 (Vj) 对 
(T p2). 为 此 ， 令 了 [el = el 一 je Feaj = 一 1E1 十 e2. 油 可 验证 了 
是 (TV, D1) 到 | (1 12) 的 全 - 模 同 构 . 


习 题 


1. 证 明 引 理 2.4. 

2. 给 出 引 理 2.5 证 明 的 细节 . 

3. 设 [ 瑟 p1) 和 ( 瑟 p2) 是 后 的 两 全 1 工 维 表示 . 证明 pp 宇 pz 
淄 且 权 当 pi = po. 

4. 证 明 例 2.6 中 络 出 前 映射 了 的确 是 G- 模 同 榴 . 

5. 设 太 是 全 的 任 一 天 -表示 ， 则 有 下- 向量 空间 前 同 板 


Homc(t FG,V) EE 


第 1 章 ”和 群 表示 的 基本 概念 11 
其 中 FG 是 局 的 正则 表示 ， [提示 : 省 虑 局 f(1))] 
83 表示 的 常用 构造 法 


构造 表 示 是 表示 论 的 基本 任务 之 一 .本 节 介 绍 一 些 最 常见 的 
群 表 示 构 选 法 . 
3.1 表示 的 直 和 


设 (V1, pi), i 二 工 ， 的 是 群 Cr 的 F- 表示 . 全 下 是 向 基 
空间 二 ,二 1 ni 的 直 和 ， 即 1 = 外:… 玫 对 于 任 一 
二 全 二， (U1, Up) ET, 其 中 wv E11， 二 1, 定 电 


gv, *" ,Un ) 一 (921,* "? ,FUn) 一 | (gq}o, “0? ,pnlglvn). 


则 玉成 为 G 的 一 个 FF- 表示 ， 称 为 是 表示 (Vi;Pi),i 二 1,… ,nn, 的 
直 和 ， 记 为 = (Wi 号 … 由 Pl 中 pn). 

从 表示 的 矩阵 看 ， 如 果 BB 是 1 的 一 组 基 ， 站 = 1,…,n, 出 
B= BiU…UB, 是 V 的 一 组 基 , 量 


P1,B1(9) 
| 一 . ) YTE 
pn, Bn (9) 


由 定 关 易 知 , 大 (p11 外 四 pa) 四 二 1 则 p(9)=1,,1< 
[i 
容易 证 明 如 下 引 理 : 

引 理 上 设 1 Wi 2= 1 ,nl 均 是 的 天 表示. 则 下 是 
表示 和 i, i = 1,…,n, 的 直 和 当 且 仅 当 了 有 子 表示 WW 兰 下, 1 二 
1,…,n, 江 足 如 下 条 件 : 

ti 有 一 人 十 二 
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(Gi) mn + TD)={10，1<1<m 一 | 


注意 到 的 子 表 示 术 必 是 的 直 和 项 .那么 的 子 表示 UV 
何 时 是 的 直 和 项 , 即 何 时 存在 站 的 子 表示 WW 使 得 WV=UBW 
呢 (这 样 的 WY 称 为 0 的 补 表 示 ， 它 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 )? 

引 理 B 设 U 是 表示 的 于 表示 . 则 VV 有 补 表示 当 且 仅 当 
存在 到 上 的 G- 模 投 射 ， 即 存在 G- 模 帅 射 p :VW 一 UV 使 得 
pl = lu. 

证 设 上 有 补 表 示人 全 ,有 即 WW= 外 I. 令 p:V 一 UU 是 下 
到 UU 的 投影 ， 即 pffaa]) = Yu Ww) EU 日 开 ， 则 易 知 pbp 是 
站 到 习 的 G- 模 映射 . 反之 ， 设 存在 G- 模 映 射 p :VV 一 上 0 使 得 
中， = 1v. 念 作 =Kerp, 则 下 是 六 的 子 表示 ， 对 于 任 一 ”和 E T， 
我 们 有 2， = pl) 一 (Vw 一 p(wv)). 由 于 Pp 在 5 上 的 限制 是 恒 等 映 射 ， 敦 
?一 pV) EW, 从 而 vvEU+I. 再 设 zEUNW, 则 z= p(x) =0, 
故 T 粘 = 了 出 古 ， 口 


例 设 忆 VV 是 GG 的 -表示 ， 由 2.5 的 构造 易 知 HomeIz T) 
同 构 于 a 个 单位 表示 的 直 和 ， 其 中 d= 二 dims Home{U, 六 ). 
3.2 反思 (contragredient) 表示 

设 (Vp) 是 群 G 的 FF- 表示 . 令 T* =Homrfv to 即 是 
WV 上 人 全体 Ff- 线性 末 数 作成 的 乒 - 向 其 空间 ， 考 虑 上 映射 六 :要 一 
GE 其 中 (9), YY g €G, 是 如 下 定义 的 WV* 的 线性 变换 

PrN) = fg 0), YE 和 ET 

为 了 看 出 p*(9) 的 确 是 V* 的 可 道 线性 变换 ， 只 可 注意 到 以 下 
事实 : 设 吕 = {wvVn) 是 VV 的 一 组 基 ， B* = (of 是 
1* 的 相应 的 对 侦 基 ， 即 (2) = 6i;, <2 sm 则 有 ( 留 作 习 
题 ) 


We 
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0) p*,(9) = (ps19D1)7, 芭 pt{9) 和 惟 是 ps (9) 的 转 置 道 . 

根据 这 - -点 易 推 出 

(i) pa. (9192) = pp (ph) VY gg eG. 

由 此 可 见 (17*,p*) 鲜 是 GG 的 天 表示 ， 称 为 是 (Vp) 的 反思 
表示 - 


3.3 ”表示 的 张 量 积 


3.3.1 向 量 空间 的 张 量 积 

设 AI,N 是 F- 向 本 空间 ，Mf x 和 NN 是 中 与 NN 的 卡 民 积 ， 
是 严 向 量 空 间 . 映射 了: 杂 x 交 一 T 称 为 严 双 线性 映射 ， 如 果 

ti AT = fm NM)) 一 人 站 三 
Ni neEN,; 

{Fm 十 ar = Fon nn) + Fm2, Rn)), Ymi,ms €E 
Nf ,nNnEN: 

(Gi) film ntna) = Fm, Rn) +f na)}, Ym € M, nl, no 
ER. 


定 头 王 - 问 基 空间 全 称 为 六 与 六 在 域 下 上 的 张 量 积 ， 
如 果 存 在 县 有 还 性 质 的 天- 双 线 性 有 映射 7: NH x NN 玫 开 .这 就 是 
说 ， 对 于 任 一 F- 双 线 性 映射 了 : Af x N 一 下 . 均 存 在 唯一 的 下 - 
线性 映射 了: 厂 刁 玉 满足 f= 所 


根据 定义 易 推出 张 其 积 的 唯一 性 ， 事实 上 ， 若 FF- 双 射 映射 
nn: AxN 坟 I 与 WW: xx 一 下 均 具有 生性 质 则 存在 唯 
一 的 F- 线性 上 映射 由: 下 一 W' 满足 站 = Ym; 同 理 ， 存 在 唯一 的 
FF- 线性 映射 刘 : 二 全 满足 了 = 基于 是 站 = 条 9 而 由 定义 
中 的 唯一 性 知 向 7 = 1 : 回 理 ，77= 1 ， 即 于 与 环 ' 是 同 构 的 
FF- 癌 基 空间. 
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为 了 看 出 张 莉 积 的 存在 人 性, 令 {mi ic 五 | 和 fl7eCl 
分 别 是 好 和 六 的 一 组 基 . 以 集合 fa we njy |iE 8B,7ECO 为 
基 作 成 的 FF- 向 其 空间 信 即 是 好 与 六 的 张 坊 积 , 记 为 M @; NN， 
或 简 记 成 邮包 六 (注意 : 此 处 mi 区; mi 仅 是 一 个 符 导 而 已 ， 并 
有 和 若 了 关于 或 于 天 六 则 Pa 多 miF 与 辣 ， Sn 看 成 是 不 同 的 符 
号 . 】 事实 上 ， 考 虚 上 映射 名 ; Mx NN 一 8@, N, 它 将 MxN 中 
任 一 元 (m,n), 其 中 "== 2 Nim n 一 2 Hm Ai Hi 马 下 , 上映 到 

; je 


(m,n) = me := > Ai We 1 ). 
iEB,jEC 


根据 定义 ， gr 显然 是 FF- 双 线 性 映射 ， 邵 有 


(Am) 的 = mn =AmBn), vAEFmMNMEMnNEN:;: 
(mit ma) Bn=m rntm Bn, Vmm EMnenN; 


mm ®, (1 ne) 二 = mB mn Yme Mn enN. 


进一步 地 ,也 容易 看 出 @s 具有 证 性 质 ( 留 作 习 题 ) 从 而 M 四 = NN 
就 是 MM 与 N 在 上 的 张 量 积 . 这 个 构造 虽然 从 男 定 的 基 击 发 ， 
但 由 张 量 积 的 唯一 性 知 它 不 依赖 于 基 的 选择 . 

要 注意 的 是 ， MM @r NN 中 任 一 元 均 可 写成 有 限 和 2m&p nn 
的 形式 , 但 未 必 能 写成 m 多 sn 的 形式 ,而 且 这 种 写法 也 不 是 唯一 
的 ， 例 好: 


(2m) So nm Sr 2n) = 0 =0%.0. 


尽管 如 此 ， 阁 m @z n=0, 则 必 可 推出 m= 二 0 或 n= 人 0.( 事 实 上 ， 
若 _ 关 ,nn 关 0, 则 可 将 m 扩充 成 MM 的 一 组 基 B, mn 扩充 成 NN 的 
一 组 基 C, 从 而 由 首 @s N 的 构造 即 知 mr 名 sn 能 扩充 成 MM Bs 和 N 
的 一 组 基 . ) 
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以 后 我 们 将 cn 简 记 成 tr …n. 甘于 张 基 和 的 性 质 ， 此 处 
不 作 进 一 步 的 展开 ， 留 在 11.8 再 作 系 统 的 讨论 . 

3.3.2 线性 变 摘 {元 拭 阵 ) 前 张 量 积 

法 37 是 FF- 向 量 空间 ， ff EEndeM ge EndrN, 有 日 f 在 
基 {rni 下 的 赵 阵 是 4 = (orxr 在 苛 fr,… ,ns} 下 
的 息 阵 是 吾 = {5,0)sxs. 定义 了- 线性 亦 换 fg EFndr(M RN) 
如 下 : 


(fm 人 En) = Fm) on). VI<7<r,1<7<a. 
因为 
(f BI 二) 
= 局 i) 襄 (> wm) 
{=1 


一 -> > (rabri (mk @ nr). 


=1 {+ 二! 


帮 了 名 g 在 基 Th RT hs 下 的 


矩阵 是 
aB ££ aarb 
00 ， “| 
arB ‘ armrB 


将 A%B 称 为 矩阵 的 张 量 积 或 Kronerkcer 各 . 


0 1 ] 2 3 
se 人 四 下 
2 3 4 
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Dj 0 9 —1 一 2 -3 
0 0 0 1 Dj 一 1 
和 0 0 2 一 和 一 4 
二 的 吾 一 
1] 23 -2 一 4 人 -6 
一 UL 2 0 一 之 
2 3 4 -4 68 一 8 


若 f,9 均 是 可 道 线性 变换 ， 则 由 定义 可 知 fg 仍 是 可 道 线 
性 变换 (请 读者 上 自行 证 明 这 一 点 )， 国 此 ， 两 个 可 逆 阵 的 张 景 积 仍 
是 一 个 可 逆 阵 . 

车 上 ,所 是 MM 的 线性 变换 ，g,92 是 玉 的 线性 变换 ， 则 


(fi of og) = (0 9) EEnde(M @BN). (*) 


3.3.3 表示 的 张 量 积 

设 (Vi,p1),(13,p2) 是 群 G 的 两 个 表示 . 令 p8Bp2:G 一 
GE(V 入伍 ] 是 如 下 映射 [pi1 多 pz)j(g) = (9 plg), YgEG. 
利用 {#} 式 知 让 @ pz 是 群 同 态 ; 


(pi ® pa) (9 92) = p19 * 92) B p2l91 ‘ 92) 
= pi) p192)) 8 (pa : pat92)) 
= (p19) ® Ppa) (p192) B p292)) 
= (pi ® p2) 91) (p1 ® p2)192). 


从 而 (Vi 名人 ,p11 久 pp) 是 GG 的 表示 ， 称 为 表 不 Wi 与 表示 他 的 张 
量 积 . 

引 理 设 红 页 均 是 避 的 表示 则 有 G- 模 同 构 名 放 宕 
Homre (Vt, WH). 
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证 令 
2 SH > HometV, 人) 


了 和 让 ve fw VFEV, weH verk. 


谷 证 vw 是 如- 模 同 构 . 由 -于 妇 名 与 Homy(V, WW) 均 是 dimPT . 
dimgrW" 维 表示 ， 因 此 只 要 证 明 ww 是 GG- 模 单 射 即 可 . 而 史 单 出 定 
沁 直 接 可 看 出 ， 我 们 把 验证 ”> 是 茹 - 模 映 射 留 给 读者 . 口 


前 面谈 的 都 是 构造 同一 个 群 的 表示 . 下 而 我 们 研究 如 何 从 一 
个 群 的 表示 去 构造 与 其 相关 的 另 一 个 群 的 表示 、 
3.4 ”表示 的 提升 

给 定 群 同 态 7: G1 一 G3 和 和 Go 的 表示 :G2 一 + GL(VW 
由 此 得 到 嫩 : 的 表示 pp 一 9 了 TIGI 一 CE) 将 此 表示 称 为 了 通 
过 7 的 提升 . 


例如 ， 设 (Vp) 是 G 的 表示 ， 玉 是 GG 的 子 群 则 VW 月 然 也 
是 右 的 表示 ， 称 为 4 症 吾 上 的 限制 表示 ， 记 为 (Vp,). 它 可 看 
成 是 p 通过 杠 入 ii: 瑞 一 GG 的 提升 . 反之, 从 了 的 表示 怪 样 得 到 
G 的 表示 是 第 4 章 要 讨论 的 问题 . 


又 例如 ， 设 we (TV, P) 是 NN 的 表示 ，9 ES. 则 pp 可 通过 
群 同 态 zc :入 一 六 ,其 中 tn) 二 g 1ng, Yn EN 提升 为 N 的 并 
一 表示 ， 记 为 (VW ?p), 称 为 p 的 共 印 表示 . 特别 地 ， 可 到 六 = 


容易 验证 如 下 引 理 : 
引 理 设 N4G. 则 自然 同 态 5:G 一 GIN 诱导 出 如 下 双 射 : 


{G/N 的 表示 }】 一 {1G 的 表示 请 且 Kerp 2 N)， 
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其 中 GJN 的 任 一 表示 (ip) 在 小 下 的 像 定 多 为 p 通过 的 提升 
(1 Pp- A). 


3.5 直 积 的 表示 : 表示 的 外 张 量 积 
设 群 局 是 群 Cl 和 人 2 的 直 积 ， ti, Di) 是 fi 的 表示 ， i 二 1, 2. 
今 
Di# pp: = x 人 > —+ GLM 办 下 ) 
是 如 下 映射 ; 


(pi1# pa)(9) = pi{g) Bp2tg), Yq = (gq1,92) € G1 x Gy. 


则 易 知 pi # pa 是 群 同 访 ， 由 此 得 到 的 G = G1 x Gs 的 表示 记 为 
( 记 久 人 ,pi #p2) ， 称 为 pi 与 pe 的 外 张 基 积 . 

类 和 似 地 , 可 以 定 关 GI x…xGm 的 表示 (Vi @-…-@Vin, pl1# 
# pm). 

设 下 是 特征 等 的 代数 闭 域 ， Ci 均 为 有 限 群 . 在 下 一 和 
我 们 将 证 明 G1 x … x Gm 的 任 一 天- 表示 均 是 形 如 (Wi 久 
Vn Pi 类 #pm) 的 表示 的 直 和 .因此 ， 群 的 直 积 的 请- 才 夫 襄 
归结 为 每 个 因子 群 的 F- 表示 . 


| 题 


1 访 后 =53, 写 出 由 GG 十 52 兰 G/d4s 请 导 的 置换 表示 和 与 
G 一 33 诱导 的 置 接 表示 的 张 量 积 的 埠 阵 ， 

2 证 明 3.2(, 即 p*.(9) 是 ppfg 的 转 置 迷 [提示 : 利用 
po (OE GY) = 05 

3， 给 出 引 理 3.3 和 引 理 3.4 的 证 明细 节 . 
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4 设 13,13 均 是 中 的 下 表示. 则 有 工 -向 量 空 间 的 
同 构 : 


HometTy ha,T:) Homertti, ta) EE Homet(la, 3); 


HomedYa. Fi S12) Hormnetl ,11 © Homalls, Fz). 


[提示 : 令 pj :1 全 12 一 >》 1 是 投影 映射 ， j= 二 1,2. 邻 补 :一 > 
Wi 二 13 是 嵌入 映 东 ， 了 二 1,2. 则 


i=l. Pa = ra, Mi2 = 0 = poil, 


Di Laps = Lypry 


验证 六 上 【FFiz) 是 Home(Vi 才 12.V3) 到 Homecl rs) 下 
Homat13,13) 的 开 - 线性 映射 , 其 举 吻 届 为 (万 , 疡 ] 嘻 fpi 二 fp» 

5 验证 张 章 映射 名 的 泛 性 质 . [提示 ! 利用 并 加 六 的 基 
构造 ,] 

6. 设 pip 是 如 的 两 个 表示 .证明 名 p23 写 p2 Rp1. 

7. 设 ri The 是 厅 的 一 组 下 - 基 ， 和 NUM 是 的 一 
组 下 - 基 ， 出 凡 罗 Fr 交 中 任 一 元 琦 可 叭 一 地 写成 形 如 


> Fi YEN: 
li 


世 可 喝 一 地 转 成 形 4o 
>》 Ti iE MM 
I<i<t 
8， 设 下 9 分别 是 全 和 NN 前 可 迷 线 性 变 接 . 证 明了 名 g 是 
AISN 的 可 这 线性 变 撞 ，| 浊 示 : 设 (fg)(7) = 二 0, 其 中 EE MN. 
利用 邮品 六 的 基 构 造 去 证 二 0. 
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9. 设 万, 户 是 41 的 线性 变换，9， 9 是 六 的 线性 变 摘 ,证 
= fi f(g 92). 

10. 详细 证 明 ， | 的 表示 pil 与 G2 的 表示 po 的 外 张 章 积 
D1 烛 p2 是 上 I X Ga 的 表示 . 


64 不 可 约 表示 与 完全 可 约 表示 


4.1 和 群 G 的 非 零 表 示 (T,p) 称 为 不 可 约 表示 ， 如 果 除 了 (0) 和 目 
身 以 外 ， {Wp) 设 有 其 它 的 子 表 示 . 

用 FrreG 来 记 G 的 所 有 两 两 下 不 同 构 的 不 可 约 所 表示 作成 
的 集合 . 

若 (1p) 能 分 解 成 不 可 约 表示 的 直 和 ， 则 称 (Wp) 是 完全 可 
约 表示 . 

如 同 群 论 中 有 限 单 群 的 分 类 是 重要 的 一 样 , 确定 G 的 所 有 不 
可 约 表示 起 群 表 示 论 的 基本 任务 之 一 - 


引 理 设 广 是 G 的 任 一 不 可 约 F- 表示 . 则 VY 是 正则 表示 
FG 的 商 表 示 : 
证 取 0 关 wv EV 考虑 映射 7 : FG 一 VW, 其 中 


#9 M9) = Xe[go)， 
如 ET 而 后 
刚 # 是 全 - 模 映 射 , 因 光 人) 三思 页 天 0. 从 而 Im7 是 Y 的 非 
零 子 表示 ， 故 Im 二 .于 信守 FG /KerT7. 口 


4.2 例 1 0 一 维 表示 是 不 可 约 的 表示 . 
(ii {Vp) 不 可 约 当 且 仅 当 (1*,p"*) 不 可 约 { 留 作 习题 ). 
(ii (Tp) 不 可 约 当 且 仅 当 (V9p) 不 可 约 ， YE C. 
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例 2 设 G= {9) 是 pp 阶 循环 群 ，(QG,preg) 起 G@ 的 有 理 正 
则 表示 . 令 蕊 = Qtg 一 DoQg -nb DQ -gr ), 则 
UC 是 G 的 不 可 约 Q- 表示 ， 

此 实 上 ， Yu = 区 ro 一 91) EU,ri€E Q, 则 有 


gu 一 Sgt — 9") 

一 lg -tp gr (lg ) ev. 
因 G = {9) 是 循环 群 , 故 U 是 (QG, preg) 的 子 表示 . 着 UW 有 子 表 
示 斌 关 0, dimpWW < 之 p 一 1. 则 选取 U 的 适当 基 BB 后 ，p;(9) 有 
形式 (6 2) 内 而 5(3) = det( 和 T 一 小 -dot 和 一 隔 ), 其 中 wp(3) 
表示 pfg) 的 特征 多 项 式 ， 从 而 pf) 是 Q@ 上 前 可 约 多 项 式 ， 男 一 


方面 , 取 上 5 的 一 组 划一 1,9 一 .8 一 9 他, 则 plyg) 在 此 
其 下 的 完 阵 为 


—1 
0 —1 
1 
0 -1 
1 -1 
于 是 ， p(y) 的 特征 多 项 式 为 十 … 二 入 十 1, 各 知 它 是 一 个 QQ 
上 的 不 吓 约 多 项 式 ， 从 而 得 到 政大 ! 口 


4.3 下 述 关上 完全 可 约 表 示 的 几 种 等 价 说 法 是 类 用 的 
引 理 下 述 命题 等 价 
(人 pp) 是 完全 可 约 表 示 . 
(i) {Tp) 是 若干 不 可 约 了 于 表示 的 和 ， 
0 (Vp) 的 任 - - 子 表 未 均 有 补 吕 示 ， 
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Gv) (Vp) 的 任 一 不 可 约 子 表示 玖 有 补 表示 . 

证 人 全 (站 : 显然 . 

(友之 【ii 设 下 = > ,其 中 均 是 不 可 约 表 示 . 设 忆 是 
VY 的 任 一 子 表 示 . 令 久 是 满足 站 二 = 00) 的 维 数 最 大 的 7 的 
子 表 示 ， 从 而 UU+ 全 = 二 UC 中 ,上 故 只 需 证 = UU 全. 

车 U+W 是 V 的 真子 表示 ,， 则 存在 妈 使 得 人 人 辟 + WW. 因 
三 不 可 约 ， 易 知 (WV 十 VINU 二 (10). 由 WW 的 假设 知 WW 十 玉 = 全， 
即 WCW 这 与 启 U+ 全 不 侣 . 

[ii 一 (iv): 显然 . 

(iv) 之 和: 对 WV 的 维 数 用 归纳 法 . 取 {Vp) 的 不 可 约 子 表示 
U. 因为 有 限 维 ，U 总 存在 . 则 VW = UB 全 ,其 中 W 是 5 的 补 
表示 . 注意 到 研 的 不 可 约 子 表示 U' 也 是 VW 的 不 可 约 子 表 示 ， 因 
此 U' 有 补 表 示 ,于 VV 二 UW 从 而 WW=UV@ Wn wi. 
由 归纳 法 知 W 是 完全 可 约 表 示 ， 从 而 下 是 完全 可 约 的 ， 口 


4.4 引 理 设 G 是 任 一 Abel 群 . 则 G 的 任 一 不 可 约 复 表 示 坞 
是 一 维 的 

证 设 人 {全 ,让 是 G 的 不 可 约 复 表示 . 由 gh=h-g 知 plg)- 
P(A) 二 pl) pl9). 从 而 {p(9) 19& GG} 是 VW 的 一 组 两 两 可 换 的 
可 道 线性 变换 .由 线性 代数 知 它们 有 公共 的 特征 向 量 v, 即 存 在 
Xo EC 司 得 plg) -v= 和 90 Y9EG. 今 U=Cv. 则 UV 是 VV 的 
子 表示 . 由 下 的 不 可 约 性 知 V=U0, 即 dam = 1. 口 


下 面 的 Schur 引 理 是 简单 的 ， 但 却 极为 重要 ， 且 经 常用 到 ， 
它 表 明 在 不 可 约 表 示 之 间 设 有 “真正 ”的 非 零 同 态 . 


4.5 Schur 引 理 设 GG 是 任 一 群 ，tf1,n1) 和 (Ya 是 如 的 两 
个 不 可 约 FF- 表示 ， 
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中) 阁 f 是 三 到 13 的 任 一 非 等 CG- 异 了 映射 ， 则 六 必 是 同 构 ， 
从 而 ， 奇 Pt 闫 pa, 则 Home(Ti,T3) = 二 0. 

fi Home(Wi,1T1) 是 包含 下 的 除 环 . 

(ii) 若 严 是 代数 闭 域 ， 则 Home(11,W) = Fl 会. 

证 0) 邻 环 二 Kerf. 则 TY 是 WW 的 子 表示 因 不 可 约 
且 f 关 0, 故 本 二 0. 即 了 是 单 射 . 又 JTImf 是 大 的 子 表示 且 友 不 
可 约 ， 故 Imf = 13, 从 而 f 是 同 构 . 

(i 显然 Fl1l, CC HomecP 9) 市 各 即 得 . 

(ii) 因为 Homo( 玉 .1) 是 有 限 维 FF 空间 ， 故 对 于 任 一 a € 
Homca(W1.11), 存在 正 整 数 n 使 得 @,…,ar 是 FF- 线性 相关 节 ， 
即 e 是 所 上 某 一 多 项 式 的 根 ; 得 下 中 代数 闭 域 ,， 故 a € Fly. 口 


4.6 定义 域 玉 称 为 群 Q 的 一 个 分 裂 域 如果 对 汪 G 的 任 一 不 
可 药 F- 表示 和 均 有 Homef TS 宕 瑟 . 


群 的 分 裂 域 足 群 表示 伦 中 的 一 个 重要 概念 ， 在 第 3 章 中 我 们 
还 要 作 进 一 步 讨 论 . 根据 Schur 引 理 知 ， 代 数 佬 域 是 任 一 群 的 分 
裂 域 ， 而 且 若 下 是 G 的 分 裂 域 ，[ 是 侣 的 不 可 约 F- 表示 ， 则 
U 到 的 任 一 G- 横 映 射 均 为 倍 匀 和 Al,.,， 和 EF. 

注意 到 群 的 分 裂 域 可 以 不 是 唯一 的 ， 讽 如 ， 只 要 charF #2, 
夭 3. 则 下 就 是 53 的 分 裂 域 ， 参 见 7.6. 


4.7 设 (mp) 是 有 限 群 G 的 有 限 维 表示 . 则 存在 (Vp) 的 有 限 个 
子 表 示 的 序列 


(Wp) = op0) DS (FI p10) D0 D ni ppm) DD (Ym p,) = 


使 得 每 个 商家 示 (pit pi 0 之 m 一 1, 均 是 不 可 的 
表示 . 这 样 的 序列 称 为 1 的 一 个 合成 鹿 ，{T, pi) AVip1 Pis1). 0 过 
i 之 1m 一 1, 称 为 该 合成 列 的 谷 成 因子 . 
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在 II1.3.3 中 我 们 将 看 出 ， 有 限 群 G 的 互 不 等 价 的 不 可 约 到- 
表 孙 只 有 有 限 才 个 ， 设 为 【Dipi，1 = 二 1 人 Jordan-Halder 
定理 指出 G 的 矢 个 不 可 约 表示 出 现在 (mp] 的 任 一 合成 列 的 
合成 因子 中 的 次 数 不 依 赖 于 合成 列 的 选取 ， 参 见 定理 开 .3.2， 将 
[5 pi 出 现在 (Vp) 的 合成 列 的 因子 中 的 个 数 记 为 年, 从 而 得 到 
向 量 (Q1,-… .dn), 称 为 (Vp) 的 维 数 向 量 ， 记 为 dim(Y Pp). 它 是 
(To) 的 一 个 重要 的 同 构 不 变 莽 . 


例 设 各 = 是 p 阶 循环 群 ， 则 G 的 正则 Q- 表示 有 如 下 
合成 列 : 
(QG., preg) 2 U > (0), 


其 中 5 是 42 例 2 中 的 不 可 约 QQ- 表示. 注意 到 (QG,preg) = 
VQz, 其 中 z= 并 绕 故 


ltep 


也 是 {QG, preg) 的 一 个 合成 列 . 下 证 G 只 有 两 个 互 不 等 价 的 不 可 
约 Q- 表示 和 Qz. 

设计 是 GG 的 任 一 不 可 约 Q- 表示 ， 则 由 习题 2.5 和 习题 3.4 
知 


(0 天 Ts 兰 HomaetQe WY = Home (U,V B Homo(Qz, W). 


因 渤 ， 由 Schur 引 理 知 车 衬 CU 或 玉宇 Qz， 是 dipQG = (1,1). 


在 本 节 的 最 后 ,我 们 讨论 有 限 群 G 的 有 限 维 复 表 示 的 一 条 重 
要 性 质 ， 下 述 定理 表明 ,对 下 右 的 复 表示 (WW pp), 可 以 取 到 一 组 特 
殊 的 基 B 使 得 ps (9). YY 9 EG, 均 是 酉 起 阵 . 
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4.8 定理 设 (1,p) 是 有 限 群 G 的 有 限 维 复 表示 . 则 (Vp) 是 西 
表示 ， 即 存在 1 上 的 内 积 (一 ,一 》 使 得 对 于 任 -- g€ G, plg) 均 为 
廿 变 换 ， 即 有 


{ar GU = Um, Ya, Va ET 


证 取 定 下 的 任 一 组 基 1.u}. 今 (--, 一 ) 是 关上 上 该 基 
的 通 带 内 积 ， 肢 


[Be] = Daibi, 
i=1 j=! i=1 
其 中 如 是 六 的 共 屿 复数 .现在 利用 (~-, 一 ) 作 如 下 双 线 性 型 六 x 
1 OO: 

tt 一 而 2 qi Tu Vt€ 
则 易 验 证 (一 , 一) 也 是 的 内 积 ， 邓 下 关于 他 ,一 作成 西 空间 . 
我 们 有 


1 
‘hv, Piz) = a D_ (ghu ;9Hv2) 
9 人 Ets 


一 可 2 (gu ,9U2) 


站 后 
一 {fp 4 tT}, 


这 表明 pt), YEG, 均 是 的 西 变 换 . 从 而 对 于 VY 关于 {一 .一 》 
的 任 一 标准 止 汉 某 互 ,pp fp 均 全 西关 阵 ，Y heG. 口 
4.9 推论 设 (Mo 是 有 限 群 6 的 n 钦 复 表示 ， 9 E 如 且 


47 三 1m > 站 则 存在 1 的 一 组 基 B(9), 使 得 p,,,,(9) 二 
(ia 各 fo 的 为 下 次 单位 根 . 
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证 由 定理 4.8 所 plg) 均 是 西 变 换 (此 时 下 视 为 关于 内 积 
(一 ,一 ) 的 酉 空间 ), 从 而 pl9) 可 以 对 角 化 . 因 (pl9))”* = Mg) 一 1r， 
故 pl(9) 的 特征 值 均 为 六 次 单位 根 . 注意 ， 基 Big) 依赖 于 g 的 
选取 . 口 


习 题 


1. 证 明 完 全 可 约 表 示 的 子 表 示 与 商 表示 均 是 完全 可 芍 前 . 
[提示 : 对 于 子 表示 利用 引 理 4.3(iv).] 

2，、 将 Klein 四 元 群 前 正则 局 表示 分 解 成 不 可 约 表 示 的 直 和 . 

3， 构 迁 出 nn 阶 循环 群 的 所 有 至 不 等 价 的 不 可 约 复 表 示 . 

4.， 设 (Vp) 是 有 限 群 G 的 有 限 维 实 表 示 . 则 (Wp) 是 正 交 
表示 ， 即 存在 WW 上 前 内 积 (一 ,一 ), 使 得 对 子 任 一 自 E G，pL9) 均 为 
正 变 变换 ， 即 有 


(gu TU = OU Yo eV 
5， 证明 (Vp) 不 可 约 当 且 仅 当 (1*,p*) 不 可 约 . | 提示 : 利 
周 可 滥 的 分 块 上 (下 ) 三 角 纯 阵 的 逆 傅 是 分 块 上 (下 ) 三 佑 算 阵 .] 
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记号 以 后 用 charR IG| 表示 域 下 的 特征 为 0, 或 为 p> 0， 
有 pI. 

本 节 的 目的 是 证 明 
5.1 定理 (Maschke) 设 G 是 有 限 群 ，charF Gl. 则 G 的 任 
一 F- 表示 均 是 完全 可 约 的 ， 即 G 的 任 一 F- 表示 均 赴 @ 的 不 可 
约 玉 - 表示 的 直 和 . 
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注 1 MIaschke 定理 下 有 限 故 表 示 论 中 具有 重要 意 习 的 一 条 
定理 . 根据 这 定理 ， 有 限 群 的 表示 论 分 为 两 块 ， 常 表示 论 和 模 
表示 论 . 前 阁 研 究 在 charF |G| 的 情形 下 G 的 表示 ， 这 归结 为 
研究 G 上 的 不 可 约 fF- 表示 .后 者 研究 在 特征 能 整除 群 的 阶 的 域 
上 的 表示 . 两 者 的 区 别 足 本 质 的 . 

注 2 当 charF | | 时 ， MIaschke 定理 不 再 成 立 . 例如 ， 设 
char 让 二 > 人 0 G = ! 是 pp 阶 委 环 群 . 令 玉 二 FeiSFes, pi Gn 


1 1 
CT 其 中 plg) = ( 路 则 全 是 台 的 可 约 表 示 ,， 但 不 是 


完全 可 约 表示 . 事实 上 , 读者 容易 验证 (Tp) 的 子 表 示 (Pe, pls,,) 
没有 补 表 示 . 


5.2 ”Maschke 定理 的 证 明 设 (i.p) 是 G 的 任 一 FF- 表示. 欲 
证 (FP) 完全 可 约 ， 只 要 证 (VY;p) 的 任 一 子 表示 上 5 均 有 补 表示 丈 

设 TH5 是 上 的 补 空间 ， 即 有 F- 空间 直 和 下 二 UBTo. 仿 
p 是 VW 到 上 的 投 趟 ， 即 Viwwo) E VW Pl(u;Ww0)) = 4， 定 光 
让 :地 丰 为 如 下 下 - 线性 映射 ， 


vin el oy 

Po) = 2 P(g] 
注意 到 如 的 定义 合理 性 用 到 charF 本 |G|. 显然 ， 别 ,- 二 lm. 下 证 
娄 是 0G- 模 映 射 . 事实 上 ，YWg eG, veFY 我 们 有 


1 _ 
Wg 二 = 加 > hplhgv) 
hE 


= 而 Do stg) ‘pl(hgy) 
hy 人 Et 
了 ， 
= 一 乡 - 7 plrv) 
i 
= g* wo). 
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有 从而， 根据 引 理 3.1.B 知 有 补 表示 . 口 


Maschke 定理 的 闭 也 成 立 ， 我 们 有 


5.3 定理 设 G 是 有 限 群 . 若 的 了 - 止 则 表示 是 完全 可 约 的 ， 
则 charR WIG 从 而 ，G 的 任 一 FF- 表示 均 是 完全 可 约 的 当 且 仅 
当 charF |G|. 

证 设 G 的 FF- 正则 表示 (FG, preg) 是 完全 可 约 的 . 假设 
charF | IG 设 G={fg = 9 gn}, n= 二 p'g 其 中 p= 
charF. 今 z = 9 E FG. 则 Fz 是 (PG, preg) 的 子 表示 ， 有 从 而 
由 (FG, preg) 的 完全 可 约 性 知 Fz 有 补 表 示 琴 , 即 有 表示 的 直 利 
FOG= Fz@W. 从 而 


一 0 十 人 ， ceF, wew. 


于 是 (注意 到 9z = z,Y9 € GG) 


= nz Gu = gm 02 n= qn — 1%, 
拉 1h 
从 而 gw 一 9 一 anz 二 z€ FzNWW 二 (0), 节 和 盾 ! 口 
4 一 1 i=] 
习 题 


1. 设 p 是 有 限 群 G 的 FF 表示 ，N 4G, 且 charFP HIG:N]. 
证 明 著 p|、 完 全 可 约 ， 刘 p 也 完全 可 约 . 


86 表示 的 不 可 约 分 解 


本 节 总 设 G 是 有 限 群 ， 厂 是 特征 不 能 整除 |G| 的 域 . 根据 
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Maschke 定理 ， 避 的 任 一 FF- 表示 1 均 可 分 解 成 
V1 


其 中 n; > 0, Wi 均 为 不 可 约 FF- 表示 ， 且 全 半 广 ,i 关 jnili 是 指 
ni 个 二 的 直 和 ， 称 1 是 的 不 可 约 分 区， 为 太 在 中 的 
重 数 . 白 然 的 问题 是 的 这 种 不 可 约 分 解 是 否 唯一 ?下 述 定理 给 
出 了 肯定 的 回答. 


6.1 定理 (表示 分 解 的 唯一 性 ) 设 V = Pt 出 出 msTrs 全 
mi mT 是 表示 下 的 两 个 不 可 约 分 解 ,好 nl， ,ns, ?1， 
n> 0 11,'….1% 是 两 两 互 不 等 价 的 不 可 的 表示 ，WL,… ,4 
是 两 两 所 不 等 价 的 不 可 约 表 示 ， 则 s = i, 且 存在 {1,-…,s} 的 一 
个 置换 7 使 得 Wi 二 Vw; mi = 二 2, 1 25 

证 这 一 定理 当然 是 Maschke 定理 和 域 上 有 限 维 代数 的 有 限 
维 表 示 的 Krull-Schmidt-Remark 定理 的 推论 ， 参 见 II16. 这 里 给 
出 一 个 直接 的 证 明 . 

根据 习题 3.4 和 Schur 引 理 身 、 有 如 下 六 - 空间 的 同 构 : 


Hona (VIFi) = Hom,,(malt SB me Ve, Vi) 
= mHom, (ti, Hi} #0; 


涩 一 方面 
Hom,. (1, HH,) S niHom, (tT1, TH) 3 © ns Hom., (Fs: Wi). 


因此 存在 ff E 生 .…-,s} 使 得 Hom, (Vx 猎 2) 关 0， 由 Schnr 
引 理 知 Ts 兰 150), 且 这 和 样 的 rt 是 唯一 和 的 .这 迫使 1 < 3; 同 理 
st, 虑 3 二 +. 

因此 


Hom., (V, Wi) = n,,, TTom,, (Wi, Hh). 


L 


30 群 与 代数 表示 引 论 


比较 Hom., (VW 的 下 - 维 数 ， 即 得 ni, = 二 mi, 显然 TT :世人 
是 和 1.……s} 的 一 个 冒 换 . C 


6.2 定理 (正则 表示 的 不 可 约 分 解 ) G 的 任 一 不 可 约 F- 表示 
(Vp) 均 是 G 的 正则 站- 表示 (FG, preg) 的 直 和 项 . 特别 地 ， G 
的 不 可 约 FF- 表示 的 个 数 是 有 限 的 . 

车 ( 太 ,p1),…, (Vs,ps) 是 G 的 全 部 互 不 等 价 的 不 可 约 F- 表 
示 ， 则 


其 中 丰 二 dina Homo (Vi,Vi), ] <iT< 8 
特别 地 ， 和 车 下 是 局 的 分 裂 域 ， 则 


Prep 一 (degpi}p1 B -3 ldegps) ps 


证 设 preg = 位 广 由 四 mep mi> 0 是 preg 的 不 可 约 分 
解 . 

注意 到 了 一 (1D), Yf€ Homs (PG, 下), 给 出 了 天 空间 同 构 

Horn {FG, VY) 宕 站 

特别 地 ， Hom, (FG, VD) #0. 

另 一 方面 

Hom, (FG,V) nHom, (Vi, VD EneHom, (Vs, W). 
因此 ， 存 在 i 使 得 Hom,.; (Wi,W) 关 0. 由 Schur 引 理 知 V 全 了 凡 ， 
月 Hom, (VY) = 0 天 令 击 = dimsHomo(; 全) 则 有 
dim, Vi = Nn- ti, 从 而 ni = es. 口 


6.3 ”推论 (未 可 约 表示 维 数 .个 数 与 |G| 的 关系 ) 设 Wi,:…,VWs 是 
G 的 全 部 不 可 药 FF 表 东 ， ni = dim ,而 一 dim Hom, (Vi, Vi). 
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则 


特别 地 ， 若 下 是 G 网 分 裂 域 ， 则 


| 


Gl= Yn?. 


i==| 


这 一 结果 显然 是 对 GG 的 不 可 约 表示 的 次 数 与 个 数 的 一 个 重要 
限制 ， 它 在 确定 全 部 不 可 约 表 示 时 十 分 有 用 . 在 第 3 章 中 我 们 还 
将 看 到 ， 不 可 约 复 表示 的 次 数 是 |G| 的 因子 .至 子 不 可 约 表示 个 
数 s 的 群 论 意义 ,将 在 1.3 中 讨论 . 


习题 


1， 证 char 于 IC, 站 是 嫩 的 任 一 有 限 维 表示 ， 则 了 有 直 
和 分 解 
VY = Wi Bb im) 
使 得 Hom, (Wi, 他 )) 一 0, t A 了 且 每 个 Wi 在 同 权 意 名 下 仅 有 唯 
一 的 合成 因子 . 


§7 举例 硝 定 不 可 约 表示 


即使 charF 站 IlG|, 要 确定 G 的 全 部 ( 互 不 等 价 的 ) 不 可 约 所 
表示 也 并 不 容易 .在 本 章 的 最 后 ， 我 们 应 用 前 面 的 理论 ， 通 过 例 
题 说 明 如 何 确定 有 限 群 的 不 可 约 表 示 . 我 们 也 将 看 到 ， 群 的 常 表 
示 和 横 表 示 有 着 本 质 的 区 别 . 
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7.1 1 次 表示 是 最 简单 的 表示 . 下 述 引 理 表明 G 的 1 次 表示 可 以 
归结 为 Abel 群 G/G' 的 1 次 表示 ， 其 中 C 是 G 的 换 位 子 群 {或 
称 为 G 的 导 群 ), 即 G 的 所 有 换 位 子 ghg-1h-!,Yg, 有 he G, 生成 的 
子 群 .熟知 G' 是 使 G/N 是 Abel 群 的 G 的 最 小 的 止 规 子 群 N. 

引 理 存在 双 射 {G 的 1 次 表示 } 一 {G/G' 的 1 次 表示 上】 
使 得 上 G 的 1 次 表示 均 为 GjG' 的 1 次 表示 的 提升 . 

证 设 {pp) 是 G 的 1 次 表示 . 则 p: G 一 GE 一下” 
是 群 同 态 ， 从 而 GG/Kerp 兰 Imp 是 Abel 群 ， 于 是 Kerp 2 G'. 因 
此 ， 由 引 理 3.4 即 得 . 口 


7.2 由 土 述 引 理 可 知 Su 的 全 部 1 次 表示 . 

若 1 三 1 则 3。 只 有 一 个 在 次 表示 ， 即 单位 表示 - 

若 n 二 2 且 charF =2, 则 5S。 只 有 一 个 1 次 表示 ， 即 单位 表 
示 . 车 n=2 日 charF 关 2, 则 5, 有 两 个 1 次 表示 ， 即 单位 表示 


和 (Po 其 中 
i, or 偶 置 换 ， 
Plo) = | 


-1， 5 育 置 换 , 
当 n>3 时 ， 避 二 .4n. 因此 ， 者 charP 关 2, 则 5S。 有 两 个 1 
次 表示 ， 即 单位 表示 和 (Fp), 其 中 p 定义 如 土 . 若 charF = 2, 则 
95n 只 有 一 个 1 次 表示 ， 即 单位 表示 . 
7.3 n 次 对 称 群 S。 在 集合 下 = {zr1,… ,Zzn} 上 有 一 日 然 的 作 
用 ， 由 此 诱导 出 Sn 的 置换 表示 (FX,p), 参见 13 例 5. 令 


太 二 Fz， 其 中 2 = Vz 
i=1 
4 = {en “en So-0) 
?一 1 + 一 1 


则 易 证 页 与 人 3 均 是 (FX,p) 的 子 表示 , 且 WW 是 Sn 的 单位 表示 ， 
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引 理 (fi) 车 charF 关 2, 则 Hom,(132,VY2) = 古 . 
fi 车 charF 台风 FX 二 Tal3 且 人 是 驴 的 n-1 这 
不 可 约 袁 示 ， 
证 注意 到 mr 一 2<i<n 中 13 的 一 组 基 . 
人 设 f eHom.(t3,Ta). 令 flri~-7i) = 二 Qj 2 EN 
丘 


则 由 


FAD (FL — £2)) = (ID f(r 一 2 
知 
Fl — ri) = cilTi 一 了 1)， 2 < i Nn, 
注意 ， 此 处 用 到 charFF 半 2. 再 由 
FUUNTL — EA) 三 让 站 Fl — ri) 


知 ai=ai 帮 上 是 倍 磁 ， 即 Hom,, (Vz, V3) 实 芝 . 
(i 车 charF nm, 则 易 见 天 三 = 了 1 生 居 2 设 U 蚌 人 的 非 零 
入 表示 ， 0 关 4 = ,ari 所 Mr 人 而 1 中 有 至少 
4 一 ] 


有 两 个 不 相等 ， 不 妨 设 ma 关 a2. 于 号 


a {12)u = or 十 G272 — (a2r1 + a122) 


一 (6l — 2){r1 — £2) EC, 


即 zi 一 Fa EDU. 因为 (2)fri 一 X23) 二 XI 一 Tiy 虞 UU 二 12, 即 全 不 
可 约 ， 口 
7.4 设 G 是 有 限 群 ，m 是 其 指数 ( 即 G 中 所 有 元 素 的 阶 的 最 
小 公 和 倍数 )， 车 FF 含有 一 个 m 次 本 原单 位 根 a (有 即 em = 1, 但 
cf 关 1. Yl 之 + 之 m1). 则 FF 含有 全 部 的 mm 次 单位 根 ,是 charF i. 
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事实 上 , 车 charF 一 p>0,p|1IGl, 则 GG 中 有 pp 阶 元 , 从 而 p| mm- 
于 是 


0=a™—1=ar”—1=ita -1), 


由 at 一 1. 

引 理 设 避 是 指数 为 m 的 有 限 Abel 群 ， 

fi) 若 五 是 G 的 分 裂 域 ， 则 GG 的 不 可 约 五 -表示 均 是 工 次 
的 . 

fii) 车 请 含有 一 个 m 次 本 床单 位 根 ， 则 G 的 不 可 约 F- 表 

示 均 是 1 次 的 ， 且 恰 有 IG| 个 1 次 表示 . 

证 设 (WW.p) 是 G 的 不 可 约 让 表示， YE 

中 因 G 是 Abel 群 ， 故 plg) 是 VT 到 V 的 GG- 模 映 射 . 因 所 
是 G 的 分 型 域 ， 从 而 Ag) 是 倍 乘 . 又 因 V 不 可 约 , 故人 是 1 维 
的 . 

{i) 因 gm = 1, 故 plg) 有 和 零 化 多 项 式 x™ 一 1. 因 玉 含有 光 
次 本 廊 单 位 根 ， 故 plg) 在 F 中 有 特征 值 Ap. 由 G 是 Abel 群 知 
Ker(p{(g) 一 X,1,) 是 V 的 子 表示 ， 从 而 Ker(p(9) 一 和 1v) = 二 V, 即 
pt9) 是 倍 乘 和 jy. 这 推出 站 是 1 次 的 且 下 是 G 的 分 裂 域 ， 允 办 
charF | 名 |, 故 由 推论 6.3 知 G 有 |G| 个 1 次 表示 . 口 
7.5 写 | 理 设 charF |Gl; G 非 Abel. 则 GG 的 任 一 2 次 忠实 广 - 
表示 是 不 可 约 表示 . 

证 设 (Wp 是 G 的 2 次 上 惠 实 F- 表示 . 若 Y 可 约 ， 则 由 
Maschke 定理 知 Y 完全 可 约 ， 从 而 Y9 EG,，p(9) 的 知 阵 为 


oO 人 ( 0 ) 
Yo ow) 


上 pigjplh) = pl(R)plg), BT ghog “lh! € Kerp = {1}, Yg,h EG, 这 
与 上 G 非 bel 不 合 . 口 
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7.6 例 确定 3s 在任 一 域 到 于 的 全 部 不 可 约 表 示 . 

情形 1 charF 2, 关 3. 

由 引 理 7.2 知 Ss 有 两 个 1 次 表示 , 即 单位 表示 (五 1 和 {pi1)， 
其 中 pi 将 偶 置 换 变 为 1, 奇 置 换 变 为 -I. 再 由 引 理 7.3 知 83 有 一 
个 2 次 不 可 约 表示 (Vp) ,Hom (PP It = 到. 由 引 理 7.3 的 证 明知 


-1 -1 
At(12)) = ) ) 

-1 -1 
p({123)) = ( | 0 ] 


由 于 (12),(123) 是 $3 的 生成 元 ， 故 p 的 矩阵 表示 已 确定 ， 因 为 
12 二 1 十 22 二 6, 故 由 推论 6.3 知 53 怡 有 三 个 不 可 约 fF- 表示 ， 即 
单位 表示 ， (Fp1) 和 (F?,p). 


为 了 讨论 charF | 6 的 情形 ， 首 先 注意 到 下 述 观 察 : 
断言 设 (Pp) 是 GG 的 不 可 约 FF- 表示 ， 且 dm > 1, 则 
aff123)) 的 特征 值 不 为 1. 
否则 , 设 U 是 p(t(123)) 的 属于 特征 值 1 的 特征 于 空间 .Ya E 
UU, 则 有 
PACA123)) {pt (12))9) = (pttl23 pt 12) a 
= pl(123)(12))a 
= pt(12)(132))e 
= p((12))p1(123) - p((123))a 
= pl((12))9. 
即 p((12))a EU, 从 而 U 是 计 的 于 表示 , 故 计 =U. 是 p((123)) = 
1 从 而 Kerp 2 4 二 驴 . 这 样 ， 由 引 理 3.4 知 p 是 Ss/53 的 不 可 
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约 表 示 的 提升 ， 而 9:/53 是 2 阶 循环 群 ， degp = 1, 亨 盾 ! 

情形 2 charF = 2. 

此 时 S3 只 有 一 个 工 次 表示 ,， 即 单位 表示 下 由 引 理 7.3 知 53 
有 一 个 2 次 不 可 约 F- 表示 (V,p). 下 证 53 只 有 这 两 个 不 可 约 FF- 
表示 . 为 此 , 设 (本 加 是 5 的 任 一 不 可 约 五 表示 且 dim 全 > 1. 

由 于 (oO3) 二 pt012)3))=14, 故 台 一 1 二 (x~1 是 
yp((12)) 的 零 化 多 项 式 ， 从 而 1 是 p(t12)) 的 唯一 特征 值 . 设 访 是 
p((12)) 的 特征 向 基 ， 

令 

Ui = v1 2 .v1 十 【132) vi, 
则 (123). 芭 == v3, 从 而 由 上 述 断 言 知 v3 = 0, 即 
vi + {123)v = —(132}u1 = (132)w. 


记 ?22 一 ?11 十 《二 223) 一 (132) “ UL. 
显然 ze 飞天 :oa (和 否则，Fn 是 由 的 子 表 示 ， 从 而 WW = Fo， 
与 假设 不 合 ) 考虑 0 二 Ft @ Fu. 则 U 是 W 的 子 表示 ， 


12}} = ! 1 fil1231) 一 加 
zl02)= 1， 小 p23) = | 中 


于 是 钱 =U 守 (Vp). 

情形 3 charF = 3， 

此 时 53 有 两 个 1 次 表示 ， 而 且 这 是 $s 的 全 部 不 可 约 FF 表 
示 . 事实 上 , 设 (Vp) 是 53 芍 任 一 不 可 约 FF- 表示 . 则 (pf(123)) = 
lv. 故 王 一 1 = (x 一 1 是 pl(123)) 的 零 化 多 项 式 ， 从 而 1 是 
PL(123)) 的 特征 信 ， 于 是 由 上 述 产 言 知 dimpVY 必 次 1. 口 

注 关 填 对称 群 S, 的 复 表 示 ， 书 [Sim] 有 一 章 专 门 论述 ; 也 
可 参阅 [V2]. 
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7.7 例 克 定 二 面体 群 也! = (ab | ua =e@1= ,bob = a 的 全 
部 不 可 约 实 表示 . 

因为 二 babiaT! ED 故 万 2 ta3， 男 一 方面 ， 易 见 人 2 
是 Pa 的 正规 子 群 卫 Ds/(n?) 是 4 阶 Abei 群 因此 Ds = {a2). 
故 由 引 理 7.1 知 DD 的 一 次 表示 是 Klein 由 元 群 Da/te 的 1 次 
表示 的 提升 ， 从 而 D4 有 四 个 下 不 等 价 的 1 次 不 可 约 表 示 ， 记 为 
(R, 1，(R,pi), i = 1.2.3, 其 中 


PDO=1. Pi 三 一 1 
pafei = —1, ph = 1; 


pal) = psth) = —1. 


利用 Ds 是 正方 形 的 对 称 群 这 - -事实 容易 得 到 D4 的 2 次 表 
示 (B*,p), 其 中 


由 于 p 是 忠实 表示 ， 由 引 理 75 知 p 是 不 可 约 表 示 ， 下 面 计算 

Hom fp, 内. 设 了 E Hom_ ip 今 Fe = xel 十 yes, 其 中 ea.ea 

是 {BR ,Pp) 的 一 组 基 . 则 由 FIpel) = pe 即 知 y = 0. 和 
Fael) 二 afrel) 昼 7fesi = zea. 战 了 是 倍 滋 r. 即 Hom (0p,p) 二 

困 为 12+1z+12+12 二 22 一 8 一 人 

有 上 述 五 个 不 可 约 实 表 示 . 口 


3 题 


1. 求 和 3 阶 箱 环 群 的 全 部 不 可 约 实 表 示 .， [提示 ; 利用 正 见 甫 
示 的 不 可 约 分 解 得 到 一 个 二 次 不 可 约 实 表 示 .] 
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2. 设 char 玉 一 p. 证 明 产 阶 箱 环 群 的 不 可 约 下 表示 只 有 单位 

3. 求 二 面体 群 Ds 的 全 部 不 可 约 实 表示 ， 

4. 1.3 例 2 与 7.7 中 分 别 结 出 的 站 4 的 不 可 约 复 表示 有 何 
关系 ? 
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从 前 一 章 我 们 已 经 看 到 ， 给 定 有 限 群 如 的 一 个 m 维 表 示 ， 
相当 十 给 定 了 |G 个 互相 有 关联 的 mr 了 春 可 逆 阵 ， 和 过 样 从 这 | 电 | 个 
m 阶 可 道 阵 中 获得 一 个 简单 而 本 质 的 数 基 化 欧 信 息 ， 使 得 我 们 能 
壕 容 易 地 由 此 判断 两 个 表示 是 否 等 价 ， 这 就 是 本 章 所 要 讨论 的 特 
征 标 理论 ， 它 是 群 表示 论 最 有 力 的 工具 之 一 ， 

本 章 讲述 群 表 示 的 特征 标 理 论 ， 包 括 特征 标 葛 定义 与 基本 性 
质 ， 有 限 群 特征 标的 正 交 关系 ， 有 了 服 群 在 分 裂 城 上 的 不 可 约 常 表 
示 的 个 数 的 群 论 意义 ， 特 征 标 表 豹 计算 ， 洲 及 专 样 从 特征 标 表 读 
出 有 限 群 结构 的 某 些 信息 ， 最 后 利用 整 性 定理 给 出 有 限 群 的 不 可 
约 复 表示 维 数 的 刻画 ， 并 且 证 明 Burnside 可 解 性 定理 . 


81 特征 标的 基本 概念 


若 庆 声明 ， 本 节 中 群 G 和 域 下 均 是 任意 的 . 
1.1 设 ( 人 pm 是 群 折 的 上 表示 . 对 于 geEG, 令 


Xeafg] = trp(g). 


其 中 trp(9) 是 了 上 线性 变换 plg) 的 迹 ， 由 此 得 到 的 G 上 的 所 
值 画 数 x。 称 为 表示 p 的 特征 标 ， 或 称 为 G 的 一 个 乒 特征 标 ; 
车 户 = CC, 则 称 为 复 特征 标 ， 将 表示 p 的 次 数 称 为 特征 标 xe 的 次 
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数 ， 记 为 degx. 车 degxs = 1, 则 称 xs 是 线性 特征 标 ， 若 p 是 不 
可 约 表示 ， 则 称 Xe 是 不 可 约 特征 标 . 
取 征 T 的 一 组 所 基 B, 对 了 gE G, 设 pl9) 在 B 下 的 卡 阵 


是 pa(9) = (0i;(9)). 则 Xe(9) = Gi(9). 测 知 ， Xpl9) 并 不 依赖 
于 基 B 的 选取 ， 它 怡 是 ptg) 在 下 的 代数 半 包 中 的 全 部 特征 值 之 
和 ( 重 根 需 重复 计算 

令 IrreG 是 G 的 所 有 两 两 互 不 同 构 的 不 可 约 F- 表示 的 特征 
标 作 成 的 集合 ，R(G) 是 G 的 全 体 互 不 司 构 的 F- 表示 作成 的 集 
合 ， chF(G) 是 RE(G) 中 所 有 表示 的 特征 标 作成 的 集合 . 


1.2 基本 性 质 1° 碟 (ppz) 是 GG 的 两 个 F- 表示 ， 且 
(V3,p1) SS (V2, p32). Wx,, = X,,. 

证 这 时 存在 F- 线性 同 构 f; 太一 13 使 得 pz(g) = ff: pi(9)- 
f-1,Yg EG. 从 而 

Xps {9 = trp2(9) = tr{f pg] 六) = trp(g) = xpi (9). OO 

注 当 FF 是 特征 零 的 域 时 ， 上 述 结 论 的 道 也 成 立 ， 从 而 特征 
标 完 全 能 “控制 ” 住 表示 ， 参 见 2.7. 

2” xp 是 避 上 欧 类 函数 ， 即 xe 在 G 的 同一 共 辆 类 中 任 两 个 
元 上 取 秆 相同 . 

证 设 9 天 ce 则 


XefPagp-I) = trp(hoh 1) = tr(plh)p(9) pn)!) 
= trp(g) = Xplg). 口 
3 xp(1) = degp :1F. 特别 地 ， 若 charF degp, 则 degp = 


(GD，( 此 时 和 将 严 中 1F 的 倍 元 degp . 1 视 为 整数 degp.) 
证 xp 人 ) 王 tp = trlv = degp :1e. 器 
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4 设 (p) 是 (0 的 子 表示 ，(TADowc) 是 其 南 表 示 ， 
令 凡 二 让 有 二 Pr 则 xs 三 X + x (BN x,l9) = x (n+ 
Xp YE SO). 特别 地 ， 丰 pp= 记 吉庆, 刚 X 一 X + Xo,- 

证 取 下 的 一 组 基 吾 = (rr to) 使 得 再 = (wi,*……， 
vr) 是 50 的 -组 基 . 则 Bo 二 ryt 二,Vn 十 U0) 是 WV 的 一 
组 基 . 从 而 ps (9) 有 如 下 形式 : 

Ps (全 一 WN 小 VyEG. 
0 ps3,b9) 

由 此 即 得 . 口 

5 Xp ge = Xo Yo BP x 0s (9) = Xo (9 Xo (WD VEG: 

证 取 ps 的 表示 空间 Vi 的 一 组 基 Bi=1,2, 则 B=B% 
= 人 vue Btve BB 是 pj 党 po 的 表示 空间 人 入 名人 
的 一 组 基 . 令 pa (9) = taijnxn Pans (9) = (bijmxm = MN 
(pi p215s (9) 是 分 块 阵 (qi; Mnxn, 于 是 


Xpiapzfg) = tr(pl 名 pz2ls (9} = 要 四 -trn 
i 
= tr ps (0 trps po (9) = Xp, (9) Xp, (9). 口 
燃 做 于 旺 的 证 明 ， 我 们 有 
6 设 peE RFGD),i=12G=G xG2,9= (9) E 全. 
则 X。 #0 9) = Xx, (91) Xs,, (92). 
7 设 0 是 GG 的 线性 特征 标 ，x 是 G 的 不 可 约 特征 标 ， 则 
a x 是 局 的 不 可 约 特 征 标 . 
证 由 5 知 a:x 是 表示 po 的 特征 标 ， 其 中 pi 的 特征 
标 为 a，p2 的 特征 慰 为 x. 由 于 pp， 是 一 次 表示 ， pz 是 不 可 约 表 
示 ， 由 pi 功放 的 构造 易 知 pi 名 ps 也 是 不 可 约 表 示 . 口 
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8 设 pp 是 p 的 反思 表 示 . 则 (9) 二 x,(89 1 YgeEG. 

证 设 B 是 p 的 表示 空间 下 的 一 组 基 ，.B* 是 对 偶 空 间 V* 
的 对 偶 基 . 则 由 工 3.2 知 p*, (9) = (ps (9) "7! = (ps(9 ')" 由 
此 即 得 . 口 


9? 设 和 NaG, 7 :GQ 一 GIN 是 典范 同 态 ，(Vp) € RE(GIN). 
则 p 通过 x 的 提升 所 得 到 的 G 的 表示 (Vp.7) 的 特征 标 是 x 
反之 , 设 (Vp) & RE(G) 生 Kerp 2 NN. 则 (Vp) 可 自然 地 视 为 
GIN 的 表示 ， 其 符 征 标 为 ,其 中 芒 (9N) = xX,(9)，Yg EG. 特别 
地 ， 有 
IrrkeAvy = {x, E Fr,G | Kerp 2 N}. 


证 这 由 I.3.4 即 得 , 并 注意 到 HrF(GIN) = {p € IrreG | Kerp 
2 N}. 口 


10? 设 请 = C. 则 x,(97) = xX,(), 这 里 3 表示 的 共 轿 复 
数 . 

证 由 14.9 知 存在 p 的 表示 宇 间 VW 的 一 组 基 BB 使 得 ps (9) = 
diag fen, 其 中 心 :的 是 单位 根 .， 从 而 


Xpo(g 下) 一 trpa(g  ) =tr(ps (9g)) 
一 or = 之 ,mi 一 pf9) 口 
i=1 1 一 | 


11? 设 geG, gm"=1(m>>1). 则 和 (是 degp 个 环 雇 单 
位 根 之 和 ， 特别 地 ， 涛 m 是 有 限 群 G 的 指数 { 即 G 中 所 有 元 素 
的 阶 的 最 小 公 倍 数 ), 则 x 的 值 均 是 degp 个 mm 议 单位 根 之 和 . 

车 下 = CC, 则 对 任 一 9 EG, 有 1X,(9)| < x,(l); 县 等 导 成 立 当 
引 仅 当 pl9) =w ily, w 是 mm 次 单位 根 从 而 Xx,(9) =X,(1) 当 生 
仅 当 pl9) = 1v. 
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证 若 9 二 1 则 plg)™ = 1 从 而 pg 的 特征 根 均 为 mm 次 
单位 根 . 
车 下 = CC. 由 由 14.9 知 存 在 jp 的 表示 空间 站 的 一 组 基 吕 使 
得 
Pa tg) = diag (wl ,idn), 


其 中 叶 = degp wi; 均 是 mr 深 单位 根 ， 从 而 
[xa9)| = ea 十 :十 an || + wn| = degp = xpll), 


县 等 号 成 立 当 且 和 仅 当 = 二: 二 wn 二 节 p(8) = 二 ww 1r. 口 


1.3 例 人 没 1c = (本 1 是 G 的 单位 表示 ， 仍 用 1c 记 其 特 
征 标 ， 称 为 单位 特征 标 ， 则 let9) = 1,YgedG. 
全 设 (FG,， preg) 是 G 的 正则 表示 . 用 xreg 记 preg 的 特征 


标 ， 则 
IG|, g=1, 


xXregly) 一 | 0 g 1 
捉 实 上 ， 取 FG 的 FF- 基 GG =1{n = 1, 9g2, …, gn }. 设 9 E 
G, 9 关 1, 则 99 关 9i, 1 <i<n. 因 此， preg 在 基 G 下 的 第 阵 的 
主 对 角 线 上 的 元 全 为 零 ， 由 此 即 得 . 口 
(ii 设 忆 =Q,IGCI=p 则 如 = 人 设 ( 太 让) 是 的 Q- 正 
则 表示 的 子 表示 ， 其 中 


下 二 Qt -DQG -ed Ql -oP ). 


则 {Wp) 是 GG 的 不 可 约 Q- 表示 ， 人 参见 14.2. 信 X 是 (Pa 的 特 
征 标 . 利用 基 {9g 一 1, 六 一 9 …., 8? 一 J 闻 “} 可 算 由 


p—-1, +=0, 
xtg ) = 
—1], ]<ft<n—l. 
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1.4 ”特征 标 表 设 = 和 :Cs 是 有 限 群 G 的 全 部 ( 互 不 相 
同 的 ) 共 斩 类 ，TrrG = {P10…' ,Pi}，% 是 pi 的 特征 标 ， 其 中 x 
是 单位 待 征 标 ， 令 2 = X07) Y9; E Ci 设 衣 ; = |Cj|. 则 将 下 述 
表格 称 为 G 的 FF- 特征 标 表 ; 


例如 ， 设 G 是 mn 阶 循环 群 ， = (人 从. 则 G 有 个 共 郁 类 . 
在 习题 L4.3 中 我 们 已 构造 出 G 的 全 部 (中 不 等 价 的 ) 不 可 约 复 表 
示 ， 它 们 均 是 1 维 的 ;: 


Pt Fe ， Ot<n—1. 
从 而 xy = Xa(9i) = es2ib 由 此 得 到 G 的 复 特征 标 表 . 
习 题 


1. 证 广 是 由 有 限 G- 集 天 所 请 导 的 置换 表示 的 复 特 征 标 ， 证 
明 
X(g) = rEX|gr = VgeG. 
2. 设 避 是 GG 的 模 住 子 群 , 即 由 全 体形 如 ghgih 1!, Wg,he 
GG, 的 元 在 如 中 生成 的 子 群 。 则 


IrrCIGAG = {x € IreG | x(l) = 1}. 
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3. 设 YEeFrcG. 则 元 ETreG, 其 中 (9) 一 X(9)， 

4 设 XEchFfG) 今 Kerx = {ECGlXx(9) 二 XGO) 证 明 
Fery dG. 

5. 设 G 有 十 nn 阶 谋 环 群 . 证明 ro 对 于 特征 标 的 来 法 也 作 
成 站 阶 箱 环 群 ， 并 求 喇 的 复 特征 标 囊 所 确定 的 虐 阵 的 行列 起 . 

6. 设 如 是 有 限 群 ，char 政 必 | 忆 | 且 下 代数 内，pi, 1 二 1,-……,s， 
是 如 的 全 部 至 不 午 价 的 不 可 弘 FF- 表示， 让 是 ji 的 特 枉 标 。” 则 
(人 g 二 1, 


(degxr) Xit9) = 
2 g 关 1. 


:二 1 


[提示 : 利用 定理 16.2]] 
2 特征 标的 正 交 关系 


本 节 中 G 总 是 有 圾 群 ， 忆 是 特征 不 能 整除 |G| 的 域 . 我 们 将 
研究 G 的 不 可 约 特 征 标 之 间 的 第 一 止 变 关系 ， 并 给 出 奉 干 应 用 . 


2.1 设 $ 与 是 GG 上 的 两 个 严 值 函数 .定义 foe,z) 如 下 : 
1 一 ] 
(op 四) = GI 20 }. (1) 
易 见 fo, 如 对 于 vw 各 必 均 十 F- 线性 的 ， 且 (oo 中 = (外 ,9). 车 


(二 0, 则 称 w 与 必 正 交 . 
若 ,x 是 各 的 两 个 复 特征 款 ， 则 由 性 质 1.2.10° 知 


(X1,X2) = 局 > xi(9)xz(g) (2) 
gE 
下 述 定理 是 特征 标 理 论 中 最 重要 的 结果 ， 也 是 群 表 示 论 中 最 
基本 的 定理 之 一 . 
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2.2 定理 {第 一 正 交 关 系 ) 设 char 天 |GI， (pi (V3,p2) 是 有 
限 群 G 的 两 个 不 可 约 F- 表示 ， 其 特征 标 分 别 为 x1,x2. 则 
Ci 0) = | (dimrHoma(Hi ,VID)Is,， 着 pp 守 po 03) 
0, 车 pi 关 p2. 
特别 地 ， 车 下 还 是 上 G 的 分 烈 域 ， 则 
ls， 车 pi 全 pz， 


1 2) 一 (4 
NX {。 若 pi 洋 p2. 


此 时 ， pi 宇 pz 妆 且 仅 当 x1 = Xa, 从 而 
Irr,G| = lrr; Gl. {5) 
上 述 定 理 有 多 种 证 明 方 法 ,下面 我 们 采用 的 方法 未 用 到 半 单 


代数 的 理论 ， 又 避免 了 复杂 的 矩阵 记号 ， 为 此 ， 需 要 建立 两 个 引 
理 . 


2.3 设 (Vp) EE RE(G), 其 特征 标 为 x 令 Invo (WV) = {veEV|g- 
J 二 Vv, VY9€G}. 显然 它 是 V 的 子 表示 ， 其 特征 标记 为 Xpnvyery 
引 理 ”我们 有 


1 1 
Gi 2 9) = a 2 Xavi (9): 


证 考虑 Y 的 线性 变换 z = 向 巡 p(9). 则 p(h)z = zp(10) = 
z，Wh €E GQ， 由 此 即 得 2? 二 > 即 2 是 蚂 等 线性 变换 ， 其 特征 值 为 
0 和 1 从 而 = 人防 纪 站 ,其 中 人 于 是 > 的 属于 特征 值 ; 的 特征 子 
室 间 ，1i7 二 0,1. 易 见 Invea(V) CH: 之 ， 设 ve 态 , 即 z(w)=v. 
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则 gn = gz00) = (p92) = 2(0) = 即 ve Invo(V), 从 而 
Inve:( 1’) = 1. 因此 


1 | ] 
al >》 x(9) = trlz) = tr(ehy) = tr a 2, plg)| 
"Teo gE ! 
1 
”HG Xpnvee (0) 
器 T 


2.4 设 上 EE RE(G), 其 特征 标 分 别 为 xe 和 和 xy. 在 1.2.5 中 我 们 
定义 了 Hom (U,V) 的 表示 结构 , 使 得 Homo (U,VY) 是 Homr(CT) 
的 子 表 示 ， 且 有 表示 等 价 Homr (TW) 宇 Ur" BV( 参 见 1.3.3.3). 
引 理 我 们 有 
1 
(Xu Xr) = IG| ,Homeaew, 人 
= dim. Hom,. PP) ls.. 
证 考虑 Hom, (VY 的 子 表示 Inv. (Homy (VW)， 容 易 验 
证 { 留 给 读者 白 证 ) 
Hom (U,V) = Inv, (Homy, (U, TY 
子 是 由 性 质 1.2.8* 、 性 质 1.2.5? 、 引 理 1.3.3 、 性 质 1.2.1° 和 引 理 
2.3, 我 们 得 到 


LL _1 
(xuyxv) = a 2 rl )xv (9) 


= 部 > x (PX (0) 


gE 


] 
一 Ial > Kirar lH 
ge 


了 
一 | | 2, XHom cv (9 
由 了 
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L 
Ial Zo XInvatHome osy (9) 


1 
和 | 2 XHom, fn (9 


2.5 ”定理 2.2 的 证 明 由 引 理 2.4 知 
(xX1, xX2) = dim,. Hom.,., (V1, V3) " 1,. 


若 pi 关 po, 由 Schur 引 理 知 Hom, (T1713) = 二 0, 从 而 (xi,xX2) = 
0. 若 让 兰 p 则 Homf 人 三 ) 怡 是 dm Hom iT) 个 避 的 单 
位 表示 的 直 和 ， 因 此 (xz 如) = (dim; Hom (Wi, 太 :1., 由 紫 即 
得 到 (3) 式 . 口 


注 一 个 自然 的 问题 是 : 若 下 不 是 G 的 分 腹 域 ， (3)] 式 中 
(dimrFrHoma (Wi, WW))1。 是 否 非 等 ?答案 是 否定 的 ， 参 见习 题 1. 


下 面 我 们 利 下 特征 标的 第 一 正 交 关系 解决 群 表 示 的 奉 干 基本 
问题 . 


2.6 ”定理 (不 可 约 分 解 的 重 数 ) 投下 是 特征 为 0 的 域 . 设 了 = 
ni 中 … 人 外 nsVs 是 表示 了 的 不 可 约 分 解 , 即 几 , ,Ws 是 GG 的 
豆 不 等 协 的 不 可 约 表 示 ， 人 1 > DD. 则 


工科 从 3 


t 


(x Xi 
ni 二 A 


其 中 x,xi 分 别 是 下 与 1 的 特征 标 ，d; = dimFHome(Vi, 下 i). 
特别 地 ， 和 者 下 是 GG 的 分 昼 域 ,， 则 ni 二 xxXij),1 <i<s. 
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证 由 性 质 1.242 和 定理 2.2 知 


(x, Xi) = 到 wn = > nj{xs, Xa) 
一 pe 


了 一 填 
一 3 ‘Ot = idk. 口 
JJ 一 1 
下 述 定 理 表 明 在 特征 零 的 域 上 、 作 为 G 上 的 一 个 特殊 的 天- 
值 类 薄 数 ， 特 征 标 可 以 作为 G 的 表示 的 替代 物 . 


2.7 ”定理 (表示 等 从 的 判别 法 ) 设 五 是 特征 为 和 的 域 ， ,pa E 
RFIG). 则 记 宇 pz 当 和 县 仅 当 Xx, = X,,。- 特别 地 ， 有 


rr = Ir Gl|. 


证 全: 即 性 质 1.2.1?. 
所 : 由 定理 2.6 即 得 . 口 


注 读者 会 发 现 定理 2.6 和 定理 27 的 证 明 用 到 charF 二 0 
这 个 和 条件， 事实 上 ， 和 若 charF = p. 则 上 述 结 论 不 真 ， 例如 ， 令 
= Fr, p(yg) = 1 V9 EG; 1 一 pa 一 lvYgEG 则 
(Wi,P1) 和 (pa) 是 避 的 两 个 不 等 价 的 表示 , 但 妨 们 的 特征 标 均 
为 零 
2.8 ”定理 (不 页 约 性 判别 法 ) 设 下 是 特征 为 0 的 8 的 分 裂 域 . 
设 x 是 避 的 下 -表示 的 特征 标 . 则 P 不 可 约 当 且 仅 当 (x, 2 = |. 

证 设 p=mipi 后 npr;, >01<Si<Sr 是 记 的 不 可 
约 分 解 ， x 是 pi 的 特征 标 、 则 x = > wx 于 是 


各 
(x, XxX) 一 DS nil;. 
1 二 1 
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由 于 char 下 二 0, 故 (x,x) = 1 当 且 仅 当 r= 1, ni = 1, 当 且 仅 当 
P 不 可 约 . 口 

注 由 定理 2.2 知 ， 上 述 定理 中 ， 必 罗 性 可 换 成 “charF |G| 
且 玉 是 G 的 分 裂 域 ", 而 充分 性 只 要 “charF = 0”. 


| 题 
1. 设 charF 二 2, GG 二 (9) 及 5 阶 视 环 群 . 邻 


V={ 3 oy erFG| ,a=0}. 
0D 过 i Di 

则 六 是 正则 表示 FG 的 不 可 约 子 表示 上 且 dimPHomaelP ID) 二 和 .从 
而 由 定理 2.2 知 {XxX,x) = 二 0, 其 中 尺 是 WW 的 特征 标 . 

以 下 设 下 二 局. 

2. 利用 定理 2.8 重新 证 明 性 质 1.2.7°. 

3. 设 0 是 以 为 特 生 标的 表示 ， 则 党 位 表示 在 p 中 的 重 数 持 
于 商 闷 X{9) 

4. 设 义 是 局 的 非 尝 特 征 标 ，X( 四 = 二 0. YI 天 9EG. 则 XX 及 
Xreg 的 整 倍数 . 

9, 设 XE chr (G),n E 和 ,2,3}, 则 (x,X) = 二 nn 当 且 仅 当 XX 且 n 
个 不 可 区 特征 标 之 和 . 

6. 设 X 是 有 限 @G- 集 盾 请 导 的 置换 表示 的 煌 和 在 标 . 则 (x, 1c) 
每 子 瑟 的 C- 轨道 的 个 数 . 


43 分 裂 域 上 不 可 约 常 表示 的 个 数 


在 定理 I.6.2 中 我 们 已 经 看 到 ， 当 charF |G| 时 ， 有 限 群 和 
的 互 不 等 价 的 不 可 约 所 表示 的 个 数 是 有 限 的 . (事实 上 , 对 于 任 
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一 域 下 , 这 个 个 数 恕 有 限 0 在 不 同和 荣 件 下 揭示 这 个 个 数 的 群 论语 
艾 是 群 表 示 论 的 基本 任务 之 一 - 

本 节 总 假设 是 有 限 群 ，charF #IG 甩 所 是 如 的 分 裂 域 ， 
社 别 地 ， 严 可 以 是 待 征 不 整除 |G| 的 代数 闭 域 . 


3.1 回顾 群 G 上 的 下- 值 函数 y 称 为 类 请 数 ， 如 果 pth-19h) = 
PO9), Yq,hEG. 令 cfF(G) 是 GG 上 产值 类 函数 的 集合 . 风 cfrtG) 
作成 严 上 的 向 量 空间 ， 

任 一 六 特征 标 属于 cf; (中 ， 利 用 Maschke 定理 易 知 ， 只 要 
charF GI, 则 类 函 玫 "是 F- 特征 际 当 且 仅 当 p= 并 oaxr 其 
中 x 是 不 可 约 严 桂 征 标 ， al 必 非 负 整数 


引 理 设 群 GG 有 s 个 共 罗 类 . 风 dimycfFp(G) = $s. 

证 说 CCs 是 台 的 全 部 共 辆 类 . 今 yp; 是 由 PIC) = 
0 TSD5D7<Ss 所 确定 的 如 了 上 束 值 类 函数 .显然 wp1,… ,ws 是 

efrtG) 的 一 组 FF- 基 . 口 


下 述 定 理 是 本 节 的 主要 结果 ， 


3.2 定理 设 charF /|G| 且 下 是 5 的 分 列 域 ， 则 有 限 群 的 
所 有 互 不 等 价 的 不 可 约 FF- 表示 的 特征 标 是 cfr(G) 的 一 组 基 ;， 下 
Ypecf tl 有 
f= 2 (fxx. 
Elr.ca 

待 别 地 ， G 的 不 可 约 F- 表示 的 个 数 等 寺 G 的 共 辆 类 的 个 
数 . 

注 如 果 不 假定 所 是 安 的 分 裂 域 ， 或 者 charF | |&|, 则 定理 
3.2 的 结论 不 真 . 
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例如 ， 44 有 四 个 共 轿 类， 其 代表 元 为 (1), {12)(3,， {123)， 
(132); 人 是 44 只 有 二 个 不 可 约 实 表示 ， 参 见习 题 11.4.8. 

又 如 , 着 charF = p, 则 zp 阶 律 环 群 只 有 一 个 不 可 约 F- 表示 ， 
参见 习题 I.7.2. 


3.3 为 了 证 明 上 述 定 理 ， 需 作 一 些 准备 . 

设 f e cfp(G).(V,p) e RE(G)， 考 虑 的 线性 变换 p， = 
向 如 ft9)Pl9), 则 ps 满足 如 下 性 质 

种 p; 是 G- 模 映射 ; 

(i) py = Pn + Pros Yh fa € crt(G) 

(i) p.; 一 cp Ye EF; 

(ti (p1 © p2)y = (pf ® (p23)4, pi pa € BE(G). 

这 里 我 们 只 验证 们 , 其 余 留 给 读者 ， 对 于 任 一 9EC, 有 


plg) -tpsp(9) = BE D9 FR) ph)p(g) 
岂 忆 站 


= 部 y、j(po(g-1hg) 


hE 


-二 Dflg hg)plg hy) 
Gl A 
= p,, 


即 p, 是 G- 模 映射 0 


下 述 引 理 AG) 值得 注意 . 

引 理 A 设 (V.p) 是 G 的 nn 维 不 可 约 下 表示， 则 

(i} char fF Hn. , 

(8) 设 f ectr(G). 则 有 pj = 也 半 .lv, 其 中 X 是 p 的 特 
征 标 ，x" 是 反 饭 表 示 (V*,p") 的 特征 标 . 
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证 因为 py 站 VW 到 日 身 的 G- 模 上 映射 , 故 由 Schar 


引 理 知 p; =A :1 AE 下. 两 廊 取 迹 ， 得 到 trp, = mA 从 而 
na, = trp, = 部 >》 trt7 fo pig)) 
EG 
= 部 2 f(g)x(9) = 而 2 1) x (9 7) 
fox) . (*) 


取 f=x*. 由 上 式 和 第 一 正 欧 关系 知 
TAN 二 全 1Tr， 


从 而 charF 站 mn. 从 而 由 (9 即 得 到 p, = 和 ,1 - X 1 Oo 
引 理 B 设 f€ cfr(G) 满 是 (f,x*)=0.1 < i < :其 中 
IrreG = fx xX? 是 X; 的 反胃 特征 标 ， 则 了 = 00. 
证 考虑 G 的 Fr 正则 表示 pres、 由 定理 L6.2 知 preg = 


@ nip 其 中 p; 是 特征 标 为 x; 的 不 可 约 表 示 ， mi 二 dim FFi， 则 
由 土 述 引 理 起 (ii) 知 


t 
(preg)s 一 个 {pi}s 吓人 辣 (pi)s 
1 


t 来 
-个 (xD) 
Ts 全 
?二 1 
一 站， 


(ores),(D = a 5 f(a) preg (9) (1) 


= 夯 >》 fg € FG. 


gE 
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这 诅 使 flg) = 0 YreG, 即 f=0. 口 
3.4 定理 3.2 的 证 明 根据 特征 标的 第 一 正 交 关系 (定理 2.2 中 
(4) 式 ) 易 知 G@ 的 全 部 不 可 约 F- 特征 标 是 cts(G) 中 F- 线性 无 关 
的 元 : 若 xX = 2 XXi =0, 则 Ai= (x,xj) = 0. 
延 用 上 述 引 理 B 中 的 记号 , 设 fe ctF(9, 令 A = {x?),1< 
i < +t. 由 于 不 可 约 表 示 的 反 办 天 示人 和 仍 是 不 可 约 的 ， 从 而 pt 
pn xX 二 Xiw: 其 中 是 和 位,2,…,+} 的 一 个 置换 . 令 f' = 
+ 
了 一 2- AiXriDn EeectrfG) 则 


1 
(fx) = (4,x7) — 2 As 


t=] 


一 【六 XI) 一 > 和 让 Xe Xn) 


ti—1 
= (Ff, xX) — A 


”由 上 述 引 理 知 f= 0, 即 了 是 不 可 约 特征 标的 严 线性 组 合 . 于 是 
G 的 不 可 约 F_ 特征 标 是 cfg(G) 的 一 组 基 . 而 定理 2.2 中 (5) 式 表 
明 G 的 不 可 约 严 表示 的 个 数 等 于 其 不 可 约 严 特征 标的 个 数 ， 

故 这 个 个 数 是 G 的 共 罗 类 的 个 数 ， D 


3.5 设 二 {1}, Ca Cs 是 G 的 全 部 共 罗 类 , hj; = |Cyl. 由 是 
理 32 知 IrrsG 有 5 个 不 同 的 元 , 设 为 Xl,-…… ,Xs. 令 Xij 二 (9)) 
其 中 jj; 是 GG; 中 和 任 一 元 ， 则 第 一 正 交 美 系 可 以 写成 

[本 jaxi(goxz(gr = bs. () 


特别 地 ， 者 = 忆 , 则 


CT 
cm 
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1 呈 
di > HX = i). (2) 
1 二] 


从 GG 则 复 特征 标 表 米 看 ，(2) 式 揭 沁 本 行 与 行 之 问 的 关系 . 因此 ， 
第 一 正 冯 关系 义 栎 为 行 正 交 关 系 ， 让 杖 的 问题 是 询 与 州 之 间 有 无 
类 但 的 关系 ?下 述 定理 给 出 了 肯定 的 回答 . 


定理 (第 二 正 交 关系 ) 设 册 ECO, 1 区 7 世 3, 则 有 


IG| . 
y xicitgr 一 下 bk, | Is. ‘3) 
i 二 1 3 


特别 地 ， 关 五 = C, 则 有 
Xi = a,,. (4) 


LE 今 只 一 【Xiy jsxsi 生 一 (Xilgy ))sxs， 刀 一 diagt{h1,:: ,hs). 
出 (1) 式 相 当 于 算 阵 等 式 


XAN = |G|.L,, 


其 中 五 是 s 阶 单位 奸 阵 ， 由 此 可 知 玉 XA4=|G|-I, 即 四 区 = 
IG] 47!1. 比较 此 等 式 的 (8 四- 元 即 得 到 (3) 式 ， 口 

> 1) 揭示 了 复 特征 标 表 中 列 与 列 之 间 的 关系 . 因此 ， 第 
一 正 交 关系 又 称 为 列 正 交 关系 ， 第 _“ 正 交 关 系 本 质 上 是 第 一 正 交 
美 系 的 变形 ， 但 在 应 用 上 亦 同等 重要 ， 它 们 均 是 确定 群 符 征 标 表 
的 基本 工具 . 


3.6 例 有 限 群 G 是 Abel 群 当 且 仅 当 G 的 不 可 约 复 表示 均 是 
1 维 的 ， 当 且 仅 当 G 有 |G| 个 不 可 约 复 表示 . 
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事实 上 ， TreoG = {Xt…,Xs}, 其 中 s 是 G 的 共 因 类 的 个 
数 . 由 引 理 IL4.4 知 Abet 群 的 不 可 约 复 表示 均 是 1 维 的 . 反之 , 若 G 
的 不 可 约 复 表 孙 均 是 1 维 的 , 则 向 推 论 16.3 知 |G| = > xi(D? = 


小 了 2 二 s, 从 而 G 是 Abel 群 口 
3 一 上 


3.7 倒 有 限 群 G 的 线性 复 特征 标的 个 数 等 于 其 措 位 子 群 如 在 
G 中 的 指数 . 


事实 上 ,根据 引 理 17.1 知 ， 如 的 线性 复 特征 标的 个 数 等 于 
GG 的 线性 复 特征 标的 个 数 ， 而 后 者 为 |G/G"| = 全 :1 口 


3.8 倒 设 互 是 在 G 中 的 指数 为 各 的 上 bel 子 群 . 划 避 的 任 一 
不 可 约 复 表示 的 维 数 不 起 过 mn. 


事实 上 , 设 (V,p) 是 G 的 任 一 不 可 约 复 表示 . 则 (Vpn) 是 百 
的 表示 . 取 日 的 (Vpy) 的 不 可 约 子 表示 U. 因 五 是 Abel 群 ， 
故 dimwU =1. 令 U= Cu. 令 六 是 由 {9-u1geG) 张 成 的 复 向 
其 空 向 . 则 VY' 蚌 避 的 (Vp) 的 非 零 子 表 示 ， 从 而 WW = 二 玉 . 


另 一 方面 , 设 Gg 日 U…UgmH 是 左 陪 集 分 解 . 则 VW' 是 由 
{gu | 1 < 让 < m} 张 成 的 复 向 其 空间 ， 从 而 dimeV = dimoy” < 
?和 口 


3.9 例 设 玉 特征 零 且 是 有 限 群 G1 与 Ga 的 分 裂 域 . 设 G = 
G1 XxX G2. 因为 的 共 辆 类 个 数 恰 是 上 ; 的 共 示 类 个 数 之 积 ，i = 
1,2, 因此 由 定理 3.2 知 jIrrsG| = jIrrs G1 |rsG2l. 设 (Vi,pi) € 
roeGi,i 一 1,2. 在 1.3.5 中 我 们 已 构造 了 GG 的 表示 【人 且 图 内 ,站 着 pa) 
则 出 性 质 1.2.6° 知 x,y, C93,92)) 一 Xe (91)X,, (92), Ylg1,92) E GO. 
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于 是 


(x,, 冬 P2 1 op1 #23 ) 


YX (go x,, (9 xX,, (92 1) 
【全 192 EC 


1 四 1 一 1 
二 ( 直 »》 Xm (GX (i » [ERA 


1 EC71 


加 1 
ea x Gal 


一 (XXX Xs) 
= 1 ， 


由 定理 2.8 知 记者 2 € TriG. 类 和约 上 述 证明 可 知 , 车 pi,pi 是 Gi 
的 不 可 约 F- 表示 ， AP, 的 是 Ga 的 不 可 约 F- 表示 ， 则 


Pi#P2 兰 Pi#Pp2 当 且 促 当 py 全 pt， pz 党 ps. 
因此 
rr = {pi#p2 | pi € FryG1, po € Irrs G2}. 
一 般 地 ， 设 下 特征 季 且 是 有 限 群 Gi;, 1 < 三 ma, 的 分 异域 . 
则 有 
Er {G1 EX 全] 
= {P1##pa##，… 漠 pm | PEIrrrei 1 <i<m}. 


从 而 将 有 限 群 的 直 积 的 不 可 约 F- 表示 归结 为 因子 群 的 不 可 约 下 - 
表示 的 外 张 基 积 ， 


| 题 


1. 求 Klein 吗 元 群 前 复 蔡 在 标 表 、 
2，、 求 53 的 复 特 征 标 表 ， 
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3， 求 有 限 群 上 G 的 复 特征 标 表 确定 的 起 阵 的 行列 式 ， 

4， 设 口 是 有 限 群 ,9 与 凡是 个 中 不 共 瑟 章 两 个 元 , charF 朴 | 
且 下 是 的 分 异域 ， 则 存在 XX EIrroG 使 得 Xfg) 六 (hh). 

5 设 侣 是 有 限 群 ，g EG. 则 9 与 拉 T 上 同属 一 个 共 三 类 当 且 
促 当 Xfg 是 实数 ，Y x E&IroG. 

6、 求 15 阶 群 的 复 特 征 标 表 . 

7， 设 下 是 位 一 域 ，{1i,Pi) 是 有 限 群 Gi 的 下 表示，i 二 1,2， 
(1 名 1 让 天 PP2)】 是 LX Gs 的 不 可 约 丘 事 示 则 库 与 po 均 不 
可 约 . 

8， 设 有 限 群 上 Q, 的 复 特 枉 标 表 作 成 的 趣 阵 为 于 ,ii = 1;2. 则 
CL x G2 的 复 特 在 标 表 作 或 的 起 阵 为 和 XI 名 Xs. 
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本 节 通 过 例子 说 明 如 何 利用 前 面 的 知识 ， 特 别 是 行 、 列 正 变 
关系 和 特征 标的 基本 性 质 来 计算 群 的 特征 标 表 ， 以 下 总 在 复数 域 
C 上 考虑 


4.1 nn 次 对 称 群 $5; 中 任 一 时 换 均 可 唯一 分 解 成 没有 公共 元 于 
的 循环 置换 的 习 积 ， 5; 中 任 两 个 置换 在 Sn 的 同一 共 氏 类 中 
当 且 仅 当 它们 的 上 述 分 解 有 相同 的 型 .因此 ， 53 有 三 个 共 锯 类 
{1)}，{(12), (13),{23)}，{(123), (132)} 由 于 S52 是 2 院 德 环 群 ， 
故 它 的 两 个 不 可 约 特 征 标 均 是 线性 的 ， 易 知 8 的 特征 标 表 为 


通过 典范 同 态 了: S53 一 了 52 兰 95/143 将 xi,xa 提升 为 53 的 线性 
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特征 标 ， 仍 记 为 x1, xz. 因 7([123)) = (1), 从 而 得 到 53 的 部 分 特 
征 标 雪 


1 3 2 

(1) {12) {123) 
x1 1 ] 
Y3 1 一 1 


今 i 二 degxXi 则 地 十 咀 十 m2 二 6, 此 ns == 2. 再 由 列 正 交 关系 即 
名 4 
0= Ynaatl2))} = 1.1+1:(—1) + 2xa((12)), 
z= 


由 此 即 得 53 的 特征 标 表 的 第 三 行为 (2,0, 一 1). 

接 下 来 考虑 9 . 辐 理 相知 54 的 共 轿 类 的 代表 元 为 (1), {12)， 
(123)，(12)(34)，(1234). 相应 的 共 斩 类 的 基数 分 别 为 1, 6, 8, 3, 6. 
令 fr 是 典范 上 映射 51 一 ? 53 宇 Sj 下. 其 中 KK = {(1)，(12)(34). 
(13)(24)，(14(23)}， 将 95s 的 特征 标 表 通过 ” 提升 ， 并 注意 到 
T12734)) = 人)，x((1234)) 二 (13), 从 而 得 到 Sa 的 部 分 桂 征 
标 表 


1 56 8 3 6 
[123) (12)(34) (1234) 
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由 第 一 列 的 平方 和 等 于 24 即 知 {degx4)* 十 {degxs)* 二 18. 这 
迫使 degx4 = degxs = 3. 
设 第 四 行为 (3,&,&,c. 愉 , 则 由 行 正 交 关 系 即 知 


3+6a+88+3c+6d= 0, 
3—60+8b+3c- 6d=0, 
6— w+ Oe = 0. 


解 得 b=0,c = 一 1,4 = -a. 再 出 行 目 交 关系 知 


9+6.|al + 3+6.lal: = 24, 


即 laj = 1. 因 &@ = xat(12)) 是 平方 根 的 和 (由 性 质 1.2.11?), 压 a 
是 实数 ， 从 而 a = 土 l, 因此 第 四 行为 (3, 士 1,0, 一 1, 千 1)- 再 由 性 质 
1.2.7? 知 xaxa 们 是 3 次 不 可 约 特征 标 且 xaxd 关 Xi4, 夺 X5 二 XaxX4， 
从 而 第 五 行 是 (3, 干 1,0, 一 1, 土 1). 因此 不 必 计 较 xa 和 xs 的 顺序 . 
故 得 到 3 的 特征 标 表 


1 6 8 3 6 
(12) {123) {12)(34) (1234) 


4.2 考虑 4 次 交错 群 和 41， 它 有 四 个 共 轿 类 {DD}，{{12)(34)， 
(13)(24), (14)(23)}, {(123). (142), (134), (243})}, {(132)., (124), (143), 
(234)}. 由 例 1.4 知 3 阶 循环 群 4s 的 特征 怀表 为 
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(123} 《132) 


其 中 必 二 车 性 Y3i 通过 与 范 同 态 r: 4 一 44/ 玫 关外 将 .45 
的 特征 标 表 提升 为 .44 的 部 分 特征 标 表 ， 并 设 业 的 特征 标 玫 的 第 
四 行为 (rabdo. 则 下 二 12 玉 23-1 一 = 二 9, 即 mn%= 3. 再 由 列 
正 交 关系 即 可 解 出 a = 0,8=0,r= 一 1, 从 而 4 的 特征 标 表 为 


1 4 4 3 
(123) (132) (12)(34) 


4.3 设 G 是 8 阶 非 Abel 群 ， 在 群 论 中 我 们 已 知 S 同 构 - 亲 二 面 
体 群 Ds 或 四 元 数 群 日, 其 定 关 关系 分 别 为 


Ds= {tab|nt = = (a) = 1), 


@ = a, | a! 二 了 1， i 二 a, ba = aa 及 


国安 是 素数 寡 旦 G 非 4bel, 卜 12IGI=2( 昔 号 的 中 心 ZIG]) 是 4 
阶 群 , 则 GYZ(G) 是 循环 群 , 从 而 G 是 Abet 群 ). 由 于 |G7AZIG)| = 
4, 才 G/AZ(G) 是 Abel 群 ， 从 而 G 的 换 位 子 群 GE 2(G), 这 追 
使 G=2fG) 有 旦 GAG 是 Klein 四 元 群 如 x 加. 巾 枫 3.7 知 遇 愉 
有 四 个 线性 特征 标 xu xsyxt 它们 均 是 GYG' 的 线性 特征 标的 
提升 . 
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设 G 有 s 个 不 可 约 特征 标 xi.1 <i<s. 则 2 (degx)’ = 8， 
即 (degxi)? 一 4 由 于 degxi >2,5<7<8, 占 5 = 5,degxs = 2. 
设 Gr - 二 Z{G)} = {2}, 则 {1},{z} 是 G 仅 有 的 两 个 只 会 一 个 元 的 
共 辑 类 ， 其 余 六 个 元 分 属 半 个 基数 大 天 了 的 共 斩 类 ， 下 这 二 个 
禾 类 的 基数 均 为 2 设 其 代表 元 分 别 为 a,5,c. 因 CAG 有 四 个 共 生 
类 , 故 a,b,c 在 GjG' 中 的 像 仍 分 属 GAG' 的 三 个 不 同 的 共 罗 类 . 
从 而 由 Klein 四 元 群 的 特征 标 表 得 到 G 的 部 分 特征 标 表 


再 由 列 正 变 次 系 即 得 xs(9) = 和 四 = xs5fcl = 0,xs(x} = 一 2 从 而 
得 到 G 的 特征 标 表 . 
这 个 例子 说 明 不 同 构 的 群 可 能 有 相同 的 特征 标 表 . 


4.4 考虑 一 面体 群 Po. 它 是 平面 上 的 所 有 保持 正 rn 边 形 不 变 的 
旋转 和 反射 生成 的 群 ， 因 此 其 定 尽 关系 为 Da = {0,8|a"== 六 = 
(ab)* 二 切 ， 上 | = 2n. 由 于 Dn 含有 nn 阶 循环 于 群 (a), 根据 例 
3.8 知 D， 的 任 一 不 可 约 复 表 示 的 次 数 < 2. 


设 n = 2m,m 之 1. 则 可 直接 看 出 D; 的 下 述 全 部 四 个 1 维 
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表示 : 
p: ; 单位 表示 : 
pi: aPpl, bP—l: 
pn: Pl, bol1; 
pt iP ol, bp -1l. 
剩 下 的 不 可 约 表示 均 是 2 维 的 ， 它 们 亦 可 直接 构造 出 来 ; 


nl<l<m—1): 


ww 0 DO 1 J 
Q 一 ， bo ， Wo 二 Qn) 
0 oo 1 0 


由 于 这 些 表示 的 特征 标 互 不 相 辣 , 它们 是 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
再 根据 不 可 约 表 示 的 次 数 平 方 和 等 于 2n 得 知 它们 是 全 部 的 不 可 
约 表示 ， 由 此 得 到 特征 标 表 


1 or(l] < m) 
1 
1 

Xa 1] tt -Il (—1)* 

Xd 1 一 ] 1 一 ] 

Xn 2 0 0 2c 


i 


(Ti<m1) 


设 m= 2m+1, Pa >1 此 时 仅 有 两 个 1 维 表示 ， 凤 上 述 的 pp 
和 pz, 其 余 的 不 可 约 表 示 均 是 2 维 的 ， 上 述 均 是 这 种 不 可 约 表 
示 ， 但 此 时 1 <1<m. 辣 理 可 知 它们 是 全 部 的 不 可 约 表 示 ， 从 而 
得 到 特征 标 表 
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1 bb Aad <k<m) 


2 0 2 cos 纪 导 


4.5 现在 确定 交错 群 4; 的 复 特 征 标 表 ， 我 们 采用 丁 工 Alperin 
和 R. B. Bell 书 中 的 方法 (参见 [AB]). 

首先 ， 需要 找 弗 As 的 共 辊 类 的 代表 元 ,熟知 $5 中 任意 两 个 
置换 在 $s 中 上 共 罗 当 旦 仪 当 它们 分 解 成 互 不 相 灾 的 往 环 置换 之 积 
的 型 相同 ， 由 此 可 知 45 在 S55 中 有 四 个 淖 因 类 ， 其 代表 元 可 以 选 
为 (1), (12)(34), {123), {12345), 相应 的 共 红 类 的 阶 为 1, 15,-20 和 
24. 但 是 ， .45 中 的 两 个 元 素 在 $s 中共 斩 未 必 在 As 中 共 亏 . 

设 工 Es， Cz 是 55 的 共 固 类 日 z € Cx. 则 C1 = [155 : 
Cs (zx)], 其 中 Cs (z) 是 工 在 .55 中 的 中 心 化 于 . 而 工 所 在 的 45 的 
共 轰 类 含有 [45 : C(x)] 个 元 , 其 中 CC, (x) 是 > 在 4s 中 的 中 心 
化 子 . 

如 果 COs, (rf 区 45, 则 由 4s 是 55 的 极 大 子 群 可 知 45Cs。 (z) = 
Ss. 因此， 由 群 的 第 一 同 构 完 理 即 知 


Ss /45 一 45 * Cor (x)/As 衬 Cs (w/e (r) MAs) 
= Ca {2)/C,, (zh 


从 而 

[Ss :C2)] sc 
[Ss :As] [Cs (CA (2) 

= [Ss :Css lr) = [Czl. 


[As * Cs, (2j] 一 


第 2 章 特征 标 理论 65 


因为 x 所 在 的 45 的 共 轧 类 包含 在 C 中 ， 故 上 述 等 式 意味 着 Ca 
也 是 x 所 在 的 45 的 共 恩 关 ， 

如 果 C、fz) EC 5 则 Gi (x) = Cn 45 = Cs (Cn 从 而 

A ON = [5 :Co (0 = Se Co 

这 表明 ， 此 时 Cs 恰好 是 两 个 阶 相等 的 45 的 共 红 类 的 并 ， 取 其 中 
一 个 共 斩 类 的 代表 元 为 x, 则 另 一 共 得 类 的 代表 元 必 为 939 ,其 
中 9 为 任 一 奇 置换 . 

现在 分 别 取 z = (1), (12}(34) 和 123)， 则 必 与 某 一 奇 兽 
换 可 换 ， (12)(34) 与 {12) 可 换 ， (123) 与 (后 ) 可 换 . 这 表明 
C。(z) 区 4s, 从 而 由 上 述 讨 论 知 x 所 在 的 Ss 的 具 罗 类 就 是 = 所 
在 的 45 的 共 辆 类 . 

再 取 y = (12345). 则 |Cy| = 24 4 14s|, 从 而 yy 所 在 的 45 
的 共 轿 类 不 可 能 是 Cy， 于 是 由 以 上 讨论 知 Cy 恰 为 两 个 12 阶 的 
45 的 共 斩 类 之 并 ， 这 两 个 共 斩 类 的 代表 无 可 取 y 与 (13452} = 
(12)(12345)(12). 

综 上 所 述 ，As 有 五 个 共 罗 类 , 其 代表 元 为 (1), [12)(34). (123)， 
(12345), (13452), 相应 的 共 思 类 的 阶 分 别 为 1, 15, 20, 12, 12. 

因为 45 是 非 Abal 的 单 群 ， 故 - 共 = 45. 从 而 出 引 理 17.1 知 
As 的 线性 特征 标 只 有 单位 特征 标 Xi， 

设 站 == {fzrlyza:zayzdizil. 则 345 目 然 地 作用 在 天 上 ， 册 此 
诱导 的 置换 表示 的 特征 标记 为 了 . 对 于 任 一 peE Gorfg 惟 是 六 中 
对 于 9 的 作用 不 变 的 元 素 的 个 数 ， 参 见习 题 2.1. 因此 ， 我 们 有 


1 15 20 12 12 
(1) (12)(34) (123) (12345}) (13452) 
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由 此 
Cox) = 总 Sr(g)xa(g 


dEAs 
= 0 之 (9) 
_ 二 (rt(D) + 15r((12)(34)) + 207((123)) 
+ 12x((12345)) + 127((13452))) 
= +15+20.2) 
二 1. 


这 表明 7 -xi 也 是 As 的 特征 标 (参见 习题 1])，、 同 理 可 以 算得 
(zy7T) 二 32, 从 而 (7 一 Xi T 一 X01)= 二 1 故 xz := 7 一 Xl 是 不 可 约 特 
征 标 . 

令 Y 是 蕊 的 所 有 二 元 子 集 作 成 的 集合 ， 则 45 在 Y》 卡 有 有 自 
然 的 作用 由 此 诱导 的 置换 表示 的 特征 标记 为 包 同 理 ， 对 于 和 性 
一 g EQ, wl9) 恰 是 了 中 对 于 9 的 作用 不 变 的 元 素 的 个 数 ， 册 地 
得 到 


1 15 20 12 12 | 
(1) {12)(34) (123) (12345) (13452) 


( 咽 一 X13 X2) 一 -1.9.4+15.1.0+ 20-0.1 
145| 
+ 12.(—1):(—1}+ 12:.(—1):{—1)) 
一 1， 
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由 此 可 知 忆 一 x 一 x2 也 是 45 的 特征 标 .。 因为 


] 
2 
+ 12. (一 1 (1)+ 12.(-1).{—1)) 
=?, 
1 


于 


+ 12.(-1)) 


{XO— Xa Oo Xl — X2) 
= (WB — XP — XI) — 2 一 XXX 十 (YXa) 
= 1, 


若 芒 一 x1 一 Xz 是 不 可 约 特 征 标 ， 且 由 上 述 计 算得 祈 一 x1 一 Xz 关 
X11 X23. 令 3 = 二 芒 一 Xi 一 X23. 则 得 到 .ds 的 部 分 特征 标 表 


1 15 20 12 12 
1) (12)(34) (123) (12345) (13452) 
Yl 1 1 1 1 
X2 0 1 —1 一 1 
X3 了 一 0 0 
NX4 | NW4 a a ° eo 
X5 | ns b 下 d a 


再 由 定理 1.6.2 知 nz 二 nz 一 60-1 一 和 一 3 了 一 18 于 是 ni 一 ps 一 3. 
4+ ns 
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利用 列 正 交 关系 ， 我 们 得 到 
1-:1+4:0+5:1+3a+ =0, 
60 _ 
15 
即 e++m= 一 2, 局 十 闻 二 2. 由 性 质 1.2.11° 知 & 与 5 均 是 三 个 平 
方 根 的 和 ， 从 而 a,bE {-3, 一 1,1,3}, 因 此 a=b= 一 1. 
再 由 列 正 交 关系 ， 我 们 有 


1:1 十 D0: 人 十 1:1 十 民 十 这 二 4, 


1 (D+tarti = 
即 a'ar+b5 =0, 从 而 a' = 二 = 人 0. 
因为 (25)(34)012345)(25}(34) = (15432) = (12345]-!, 有 即 y = 
(12345) 与 y-! 在 4 中 共 轮 ， 放 Xa 四) = Xa0y 1) = 4 有 即 
c 二 5, 邦 c 为 实数 . 同 理 可 证 c,d,Q 均 为 实数 .由 列 正 交 关系 ， 
我 们 得 到 


1:1+0.(—1)+1-.0+(—l}c+{(-l)d=0, 


0 
1.1+4(-D)-(-D)+0.0+e+R= =5 


由 此 即 得 cd= + 六 = 3 从 而 -cec-1=0, 故 c= 


1 二 V5, 4 = 1 天 VB, 不妨 设 c 一 声 过 ,d= 1 如 ( 只 要 交换 


一 下 x4 与 Xs 的 位 置 ). 同 理 可 证 
sd e | 号 肥 二 | 


2 


浆 由 行 正 交 关系 知 


3+15( 一 1 二 1l2c 十 1l2ec = 0, 


即 c+c =1 干 是 (= 二 ,4d = 1 全 .从 而 hs 的 复 特征 
标 表 为 
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1 15 20 12 12 
1 (12)(34) (123) (12345) (13524) 
l 
4 
x315 1 -1 0 0 
sils -1 0 ly5 1-v5 
xs |3 -1 0 ls lv5 


1. 设 下 是 社 征 为 过 的 代数 闭 域 ，X 是 如 的 FF- 社 征 标 ，xXl 
媳 不 可 约 FF- 特征 标 ， 上 且 (A -0 则 一 Xl 也 是 在 装 F- 特 芋 
标 ， 生 XX 一 Xl 是 不 可 约 特 征 标 当 且 仅 当 {x 一 Xi1.X 一 xX1) =1. 


2. 求 6 阶 Abel 群 的 意 特 征 标 表 、. 
3. 未 二 面体 群 Dsa 的 实 特 征 标 表 . 
4. 来 二 面体 群 Ds 的 实 特 年 标 琢 . 


5. 求 44 的 实 特 芷 标 表 .提示 : 利用 44 一 sjK 和 习题 
1.7.1 得 到 44 的 一 个 2 次 不 可 约 实 表示 ; 再 利用 推论 1.6.3 可知 A4 
仅 有 三 沾 不 可 约 实 表示 .1 

6. 试 证 595 竟 复 特征 标 表 沽 
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1 10 20 15 20 30 24 
(123) (12){34) (123)(45) (1234) (12345) 
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从 群 的 特征 慰 表 可 以 得 到 群 的 结构 方面 的 许多 信息 ， 这 是 丧 
示 理 论 与 结构 理论 相互 联系 与 作用 的 体现 . 前 面 我 们 已 经 体会 到 
这 一 点 ， 后 面 还 会 看 到 更 深刻 的 联系 ， 例 如 Burnside p*g 定理 的 
证 明 . 

本 节 在 复数 域 C 中 考虑 ， 群 G 总 是 有 限 群 . 读者 可 用 疆 中 
例子 来 对 照 本 的 结 定 . 
5.1 特征 标的 核 、 正 规 子 群 设 (1p) E BE(G), xX 是 p 的 特 
征 标 . 令 Kerx = {9 € GG | X(9) 二 X(D}Y, 称 为 X 的 核 . 回顾 
Kerp = {9 EQ|P9) = 1 } 4G, 餐 由 性 需 1.2112 知 Kerx 一 Kerp. 

引 理 设 IroG= {x Xs), XEchiwG 且 x = 三 max nm 
> 0. 则 

Kerx = | Kery,. 


t 
[| 
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特别 地 ， 门 Kerx; = 1 
1 一 1 

证 设 x 是 表示 pp 的 特征 标 ， x, 相应 的 表示 为 (Vi,pi), 9 三 

Kerx. 则 plg) = 1,.. 由 于 p= Bp 上 p99) = 1y, Vini> 0， 
i 二 1 
Bg € Kerp, = Reryi Vi > 0 友之 ， 和 门下 erxi 则 
n>0 

Xx(lg) = 2 nixi(9) = 2 Paixifi 二 xf, BP g € Kery. 

最 后 ， 令 Xx = Xreg. 因为 任 一 不 可 约 复 表示 均 为 preg 的 直 和 和 
项 {定理 16.2), 戈 xreg 二 2 nixoni>0. 从 而 由 13 例 2 若 

Pe 


El 
1= Kerxreg = 门人 cry 口 
i—] 


这 样 ， 由 G 的 特征 标 表 不 公 可 以 读 出 不 可 约 特 征 标的 核 ， 历 
且 可 以 得 到 任 一 特征 标的 核 . 下 述 命 题 表 有 明 这 已 穷尽 了 G 的 全 部 
止 规 子 群 . 
命题 设 NaG, 则 N= 门下 crx 
xElrreG 
svCKeory 


证 令 (Pr) 是 商 群 G/N 的 止 则 表示 , 其 特征 标记 为 四 . 则 7 
通过 上 典范 同 态 7 :; G 一 G/N 可 查 升 为 如 的 表示 (1, Th 其 特征 
标 为 已 -7 日 有 六 二 Kern 二 Ker(77x) 二 Ker(wWr). 从 而 由 上 述 引 理 
荐 六 是 知 干 G 的 不 可 约 特 征 标 的 核 的 惨 , 故 有 和 N= 由 Kerx. 


elrreoe 
NcKer, 


5.2 单 群 ” 由 上 述 命题 即 得 如 下 结果 : 
命题 G 是 单 群 当 且 仅 当 Kerx = {1}), Yx € IroG 且 x 不 是 
单位 特征 标 . 


5.3 ” 商 群 的 特征 标 表 命题 设 入 4aG. 则 商 群 G/N 的 特征 标示 
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可 以 从 的 特征 标 表 中 得 到 . 

证 由 性 质 1.2.9° 知 IrreGiN = {x € RroG | Kerx 了 六 上 
由 于 Kerx 可 从 表 中 读 出 ， 故 不 可 约 GYN 的 特征 标 可 以 大 如 的 
特征 标 表 中 读 出 ， 

因为 IrroGIN 是 G/N 的 类 函数 空间 的 一 组 基 ， 起 g 十 诬 
与 站 十 六 在 G/N 的 同一 共 元 类 中 当 且 仪 当 XU] = Xt0, YXx € 
IrroG/N. 由 此 可 具体 地 确定 G/N 的 上 旺 示 类 . 0D 


5.4 换 位 子 群 命题 设 G 是 指数 为 m 的 有 限 群 ，G 是 G 的 
换 位 子 群 , 则 GG = 和 门 Kerx， 


证 由 性 质 1.2.9 和 引 理 I4.4 可 知 
IrroGAG ={XEIrcG1C CKerx} 
= {x ETroG | x(1) = 1}. 


(事实 上 , 车 x 是 的 一 次 复 表 示 p 的 特征 标 ， 则 G/Kerp 是 
C” 的 子 群 ， 从 而 可 换 ， 故 Kerx = Kerp 2 GG.) 


于 是 由 命题 5.1 知 
= 门 Kerx= 门 Kerx. 口 
AETrTeC ETrr_G 
Kerxyco (1)=1 


5.5 中心” 如 果 每 个 共 纪 类 的 阶 已 知 ， 当 然 中 心 就 清楚 了 ,， 它 愉 
是 阶 为 1 的 共 堪 类 之 并 .下面 给 出 中 心 的 另 一 种 描述 . 
设 xEcht(G)- 邻 200 = 得 &G|Ix(9|= Xx(D)}. 由 由 性 质 
1.2.11° 知 
Z(tx) 二 {9 EG |x(9) 二 x(1)w. oa 是 某 一 单位 根 } 
= {9 EG|1p(9) = wl1y, w 是 某 一 单位 根 }， 
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其 中 (0.p} 是 x 相应 的 表示 . 由 此 可 见 Zix) 直上 G 的 正规 子 群 ， 
且 能 从 特征 标 表 中 读 出 . 
命题 ZIB)= 门 2 


AEJTTCS 
证 没 ge2ZIG). Yp EIrcG. 则 pl9) 属于 pfG) 的 中 心 从 
而 ptg) 诱导 出 不 可 约 表示 (1p) 到 莫 身 的 G- 校正 射 ， 


YheG, veEw ph oD) = (9 .v= h(plg) 证， 


由 Schur 引 理 知 p(g9) = ww 1y. 其 中 w 是 mg) 的 特征 根 ， 从 而 是 
单位 根 , 故 ge [人 20 


elrree 
反之 , 设 g6 门 200. 则 对 于 YhEG, peElIroG 有 
Tc 
亿 


plg ih ligh) = pg) pl) pg 
=w lph) wy :pth) 


= 1,.. 
即 
og lhlghe 门 Kerp = 门 Krrx = 1, 
relrr,, 人 1 elrr,, 
癌 g € Z(G). 口 


5.6 可 解 性 回顾 群 G 称 为 可 解 群 , 如 果 避 的 叶 出 列 GG20 了 
GD .DG 在 有 限 步 后 终止 于 1, 其 中 每 个 Gi 是 GG :的 
换 位 子 群 ， 在 抽象 代数 中 ， 我 们 已 知 有 限 可 解 群 有 许多 等 价 的 条 
件 ， 例 如 ， 群 G 是 有 限 可 解 群 当 旦 仅 当 @ 有 正规 群 列 如 2 CG1 了 
Ga 了 D.DGnm 1( 即 GaG 1<i<m), 使 得 1G;/Ginl 均 为 
素数 赛 . 向 于 GG 的 所 有 正规 子 群 及 其 阶 均 可 从 G 的 特征 标 表 中 
读 出 ， 故 有 限 群 G 是 省 为 可 解 群 亦 可 从 表 中 读 出 . 
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5.7 天 零 性 令 G 为 群 G 的 中 心 , G2 是 避 的 子 群 使 得 Gs /G1 = 
Z(GfG1). 则 G2aG. 一 般 地 , 设 6, 是 局 的 子 群 使 得 Gn/Gn-1 = 
Z(GfGn-_1). 则 Gs aG. GG 称 为 医 李 群 ， 如果 存 在 n> 1 使 得 

n 二 G. 由 定义 不 难看 出 容 零 群 一 定 可 解 ， 但 反之 未 必 ， 53 和 
54 均 是 这 样 的 例子 . 

命题 G 的 吗 零 性 可 从 特征 标 表 中 读 出 ， 

证 令 G1 = 2(@), 则 G1 可 以 从 表 中 读 出 . 令 Z(G/G1) = 
Gz/G1, 则 GazyG 可 以 从 GIG 的 特征 标 表 中 读 出 ， 再 由 5.4 知 
/Gi 的 特征 标 可 以 从 GG 的 特征 表 中 读 出 ， 从 而 Ga 可 以 从 如 的 
特征 标 表 中 读 出 ， 由 此 即 可 知 G 是 省 为 暴 零 群 . C 


本 题 


设 下 二. 
1， 间 加 是 Abel 群 当 且 仅 当 台 的 特征 标 表 第 一 列 全 为 1. 
(ii) G 的 特 在 标 表 中 第 一 列 为 在 的 个 数 革 于 


je : 门 Kerx]. 
xelrre.o 
XL1)=1 
2， 设 Cot{fg) 是 gEG 的 中 心 化 于 ，hho 是 乡 所 在 的 共 轰 类 的 
阶 ， 则 |CG(9)| 和 hh 均 可 愉 表 中 读 出 ， 
2) lICetg)|= 2 xioF. 


XE Tr 


,1 《> 
{ ho 二 ro 


由 此 利用 44 求 出 Da， 的 共 扼 类 的 阶 . 
3. 设 pE RL(G), 其 特征 标 为 x,2 = QZ) 则 
{i) Zi/Kerx 驱 补 环 群 . 
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(i Zi/Kerx C EGG Kerx). 

(i) 车 XxXElrG, 则 CAKerX = Z(G Kerx). 

4.， 设 让 是 的 电 实 特征 标 ( 即 Kerx 二 11). 则 吾 县 避 的 
入 bel 子 群 当 且 仅 当 Xp 的 每 个 不 可 的 分 支 是 线性 的 ， 其 中 Xi 是 
相应 的 限制 表示 的 特征 标 . 

和 设 个 一 理 X 下 . 令 虽 EIrr 再 动 EIrro 下 ， 则 如 江 风 是 趾 
实 扰 当 且 仅 当 |21HY| 与 12(K)| 至 素 . 

6， 设 XeIreG. 则 x(1)? < [G :ZZ(x)], 且 等 号 成 立 妆 且 仅 
当 XxX(9) = 0, vo EG -Zlx). 

7. 设 和 ErroeG GAN 是 Abel 群 . 基 [G: 2{X)] 二 x 
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本 节 讨 论 有 限 群 复 特征 标 值 的 整 性 ， 并 由 此 得 出 有 限 群 不 可 
约 复 表示 的 维 数 的 性 质 . 
6.1 定 尽 设 aeEC. 若 a 是 Zz] 中 某 一 首 一 多 项 式 的 很 ， 则 
称 a 是 代数 整数 ， 

例如 , 通 妆 的 整数 是 代数 整数 ; 有 所有 复 单位 根 均 是 代数 整数 . 


6.2 引 理 设 e 是 有 理 数 且 是 代数 整数 . 则 = 是 通常 的 整数 . 
证 设 = 6 < QQ, 其 中 p,g 是 开 素 的 整数 .因为 a 是 代数 
整数 ， 故 存在 正 整 数 n 和 整数 co,:… ,cn-! 使 得 


+ n—l 
(2) 十 en-1 (中 + 十 (2)+a=0 
9 | 号 


两 边 同 莱 以 g"*, 即 可 看 出 0 ip 队 从 gg|p, 即 y= 1 上 帮 是 整 
数 . 口 
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6.3 引 理 设 ae CC. 则 ce 是 代数 整数 当 上 且 仅 当 存 在 吧 的 包含 
a 的 子 环 B, 且 B 作为 加 群 是 有 限 生 成 的 (作为 定 久 ， 此 处 于 环 
含有 1). 

证 一 >: 设 a 是 代数 整数 . 令 B = ZIal 是 a 的 整 系数 多 项 
式 作成 的 集合 . 则 B 是 包 会 的 局 的 于 环 . 设 o 是 ZIz] 中 nn 次 
首 一 多 项 式 的 根 ， 则 B= Za 是 由 1.09,…,a” ”生成 的 加 群 . 

4 一 : 设 是 忆 的 包 售 a 的 子 环 且 和 作 为 加 群 是 有 限 生 成 的 . 不 
妨 设 = 关 0. 则 存在 非 堆 复数 zi1，…,zn 使 得 BB = Zz1 十 … 十 Tn 
故 


?3 


ax: 一作 dijTy, tt 二 1,.-,n. 


J 二 1 


令 才 二 (gijjnxn EE Mn(ZD). 则 上 式 表 明 


| 
| : = 0. 
Thn 


子 是 det{a :五 -~- 怒 =0 即 = 是 2Zz] 中 首 一 名 项 式 det{xin 一 和 4) 
的 根 ， 口 


6.4 命题 所 有 的 代数 整数 作成 C 的 子 环 ， 
证 令 I 是 所 有 代数 整 歼 作成 的 集合 ， 则 Z CI 
设 mp € I， 则 由 6.3 知 存在 C 的 子 环 4 与 日 使 得 we 
,8 EB, 且 4.B 作为 加 群 均 是 有 限 生 成 的 . 令 D = 4.B= 
{于 aibi | ai € 4,6 € B}. 则 也 是 避 的 子 环 , 且 厂 作为 加 法 群 也 
是 有 限 生成 的 .因为 a+B, a8 E 了 , 故 由 63 知 q+B, oa. 均 
是 代数 整数 ， 即 工 是 C 的 子 环 . 


6.5 引 理 设 x 是 复 特征 标 . 则 xfz) 是 代数 整数 ，Y9 E G， 


Sm 
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证 ”由 性 质 1.2.11* 知 x(g) 是 单位 根 之 和 ， 从 而 由 命题 6.4 
即 得 . 口 
6.6 设 避 是 有 限 群 ，o EG, C9) 是 g 在 GG 中 的 中 心 化 子 . 

定理 设 x 是 不 可 约 复 特征 标 . 则 [Co 各 六 (9 是 代数 区 
数 ， wo EG. 

证 设 但 .Pp) 是 相应 的 不 可 约 复 表示 ， 则 由 定理 1.6.2 知 
{PP) 可 以 视 为 正则 表示 【CC prep) 的 子 表示 . 信 C4 是 9 所 在 的 
共 统 类 ， 考 虑 1 的 线性 变换 > = 3 六. 则 对 于 任 一 外 EGG， 

用 
我 们 有 


plg) pptg) = > plg) plh)plg) = 2 pg hy) 


REC hec', 


= 2 P= 
heeg 
即 pg = (9 ww 这 表明 yw 还 是 1 到 下 的 G- 模 上 映射， 因此 由 
Schur 引 理 知 w= 入 :1.., 从 而 


xf =trp= >， A(R)= 100) x{g) 
hers 


= [G :Celg)] :An), 
人 :CO 
考虑 CG 的 线性 变换 苔 = 2 preg( 如 ， 则 区 在 世上 的 限 币 
ET 


怡 为 p. 因此 ，Y0vET, 六 10) = (9) 二 和 At 有 即 和 是 牙 的 特征 
值 . 因为 区 在 基 G 下 的 宅 阵 并 是 0-1 十 阵 上 且 dettA 和 1 一 M)=0, 即 入 
是 首 一 的 整 系数 多 项 式 det{x7 一 37) 的 根 , 故人 = 1 
是 代数 整数 ， 口 
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6.7 推论 有 限 群 G 的 不 可 约 复 表示 的 维 数 整除 [GT 
证 设 x 是 不 可 约 复 特征 标 ，91,…,g 是 G 的 共 力 类 的 代 
表 元 ， 则 由 第 一 正 交 关系 知 
< = x > Dc : Co (gi) x (gs) (0) 
[G : Gu (glx(g) Cal (9;)]X (9:) YY 
-0 x 


i IG 
则 由 6.6. 6.5 和 6.4 知 区 是 代数 整数 ， 从 而 由 6.2 知 e 2, 


Bp x(1) | Gl. 品 
6.8 设 Z(G) 是 有 限 群 G 的 中 心 ， 干 述 定理 给 出 了 G 的 不 可 约 
复 表 示 的 维 数 较 之 6.7 更 精确 的 描述 . 


定理 设 G 是 有 限 群 。 xEFreG 则 xD1IG: ZE0GO 

证 设 (证 p) 是 x 相应 的 不 可 约 复 表 示 ， 任 取 9 E 2(G)， 则 
易 见 pl(9) : VV 一 下 是 全 模 上 映射 ， 故 由 8Schur 引 理 知 p(g) = 
A(g): l,, Ag) €E OC”. 

考虑 G™ 二 Gx.…xG 的 表示 (V3 二 VYV@… 名 Vp 天 -天 Pp) 
由 3.9 知 它 是 G™ 的 不 可 约 复 表示 ， 易 知 Z(G™) = Z(G)™ = 
ZO x xZ(G), 令 Hn = {9 Im) E Z(G™ | gm = 1}. 
则 Hn aaGm.Y (gi gm) € Hm 则 OA).… Atgm) = 1, 从 而 对 
于 Yi vm EE Vem, 我 们 有 


(gi 0m) (VL BB vm) = (1) 名 多 (gmUm) 
= A(g1) Ag BB Um) 
三 Ul Ne -na 


这 表明 Ker(p 春 …- 考 p) 2 Hn， 因 此 ， 由 引 理 I.3.4 知 了 Sm 是 
Gm™ /Hm 的 不 可 约 复 表 示 . 令 |B=m ZIG = ec dimcy = 则 
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IG™/ Hn| = 县 破 讷 67 知 d" | -=T， 即 -i EZ. 今 
= EQ. 册 oo Eve， 从 而 只 能 是 整数 ， 即 dl 对, 妈 
XU | te : Z(G0)}. 口 


柯 题 


1. 证 P 是 由 有 限 群 台 在 集合 口上 的 共 示 作用 诱导 的 复 置 接 
和 表示， 入 是 其 特 在 标 ， 用 Xi 的 值 表 于 [x,xi), 其 中 Xi 是 任 一 不 
可 约 复 特 在 标 . [提示 : 利用 习题 1.1] 

2. 证 明 有 限 群 复 特 征 标 表 的 每 行 和 为 非 负 整 数 . [提示 利 
用 习题 1.] 

3， 设 8s 是 有 限 群 上 的 共 示 类 的 个 数 . 今 


R={tateoaxgG |nb= ba}. 
则 | 他 | = s|G|. 提示: 考点 怠 在 @ 上 的 共 斩 作 用 ， 用 flg) 表示 了 
在 人 上任 同 的 不 动 点 的 个 数 ， 则 | 人 2| = 2 (9); 下 用 为 一 种 方法 
DE 


计算 | 到 
4 设 吕 是 有 限 群 Xerprce. 则 xf | [G :2()]. [提示 : 
利用 ZAKery = ZIGAKerx 及 定理 6.8. 


87 Burnside 可 解 性 定理 
本 节 证 明 Burnside 可 解 性 定理 ， 妈 p?qt 阶 群 均 是 可 解 群 ， 其 
中 p,g 均 为 素数 . 这 一 证 明 被 认为 是 群 表示 论 在 群 结构 理论 中 庶 
用 的 典范 . 


7.1 在 5.6 中 我 们 已 回顾 了 可 解 群 的 定义 ， 下 面 列 出 在 抽象 代数 
中 熟知 的 关于 可 解 群 的 一 些 基本 种 实 . 
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1” 对 于 有 限 群 G 来 说 ， 下 述 命 题 等 价 : 

{1) G 是 可 解 群 . 

(2) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 ， 即 存在 人 GG = GorGlr:-p 

= 人 {1}, 使 得 每 个 因子 群 Gi;-1/G, 均 为 Abel 群 ，1 <i<m. 

G 有 终止 于 {1} 的 正规 群 列 ， 即 存在 G = Gop Gp:…P 
Gm 二 {1} 年 G;4G， 1 i < m, 使 得 每 个 因子 群 均 为 Abel 群 ， 
1 < 

(4) G 有 终止 子 {1} 的 次 正规 群 州 ， 使 得 每 个 因子 群 均 为 素 
阶 循 环 群 . 

(5) G 有 终止 于 {1]} 的 次 正规 群 列 ， 使 得 每 个 因子 群 的 阶 均 
为 素数 寡 . 

(6) G 有 绕 止 于 {1} 的 正规 群 列 ， 使 得 每 个 因子 群 的 阶 雹 为 
素数 其. 

2° 可 解 群 的 子 群 与 商 群 均 为 可 解 群 . 

3 若 NadG 有 六 与 GAr 均 为 可 解 群 , 则 G 是 可 解 群 . 

4° 对 称 群 55 是 可 解 群 当 竹 仅 当 nn << 4. 

5? 二 面体 群 只 。 是 可 解 群 . 
6° pp 群 G{ 即 |G| 是 素数 客 ) 是 可 解 群 . 


7.2 引 理 设 a 是 ”个 复 单位 根 的 和 ， 且 锡 是 代数 整数 . 则 
a 二 0 或 守 是 单位 根 . 

证 设 a 关 0 征 f(x) 是 在 有 理 数 域 上 的 极 小 多 项 式 ， 
Bi = 由 让 是 Frz) 的 全 部 复 根 . 令 c= I Bi. 


令 玉 = Gal(f(x),Q). 因为 f(x) 不 可 约 ， 册 Galois A H 
是 所,…. ,Bt 的 可 于 转换 群 例如， 参见 [V1], p.204), 即 ¥5:, I < 
i 之 存在 oi; € 莫 使 得 oi( 训 ) = 8:. 因为 六 是 代 娄 总数 
oila = 计 , 战 遍 均 为 代数 整数 , 从 而 由 命题 6.4 知 c 是 代数 整数 . 
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男 一 方面 ，c EQ,- 故 由 引 理 6.1 知 cEZ. 
又 因 a 是 i 个 单位 根 之 和 ， 攻 oi(a) 也 是 = 个 单位 根 之 和 ， 
因此 


| 本 | = or (2) oto)| <1. l<i<t. 


从 而 |c| 达 1, 但 ce Zz, 故 必 有 i 二 1 从 而 B=1,1<i<t. 
特别 地 ， | 与 | = 1. 由 此 推出 a = nw w 为 单位 根 . 口 


7.3 定理 设 有 限 群 G 有 共 斩 类 C 使 得 IC| = p', 其 中 jp 为 素 
数 ，t 之 1, 则 GG 非 单 ， 即 G 有 非 平 几 的 正规 子 群 . 这 等 价 于 说 ， 
车 G 是 非 Abel 的 单 群 ， 则 {1} 是 G 的 阶 为 素数 短 的 唯一 的 共 辑 
类 ， 

证 首先 ， 由 题 设 可 知 G 非 Abacl. 取 g&EC. 则 g 关 1. 战 由 
列 正 区 关系 知 


-$x (1)xitg9) = 5 十 > lg 2D 


其 中 ree = {Xi,'…' ,Xs}, X1 是 单 入 特征 标 . 
因为 二 不 是 代数 整数 ， 故 存在 i, 2 < i < s, 使 得 xitg) # 
0, XH 不 是 代数 台数 从 而 pxit1). 于 是 1C| 与 x;(1) 互 素 ， 
从 而 存在 a.b EZ 使 得 alC|+ bxit1) = 1. 故 
Xil9) _ Chxitg 
Xatl) XI 
由 定理 6.6 及 命题 6.4 可 推 草 交代 | 足 代数 整数 ,从 而 由 上 述 引 理 


知 Xe} = ww, ww 为 单位 根 . 这 1 关 ge€2lx) aG. 因此， 车 
Fi 局 ; 则 G&G 非 单 . 

车 2(xi) = GG, 则 Yh EG pi( 且 = wn 1 其 中 wn 是 单位 
根 ，{Vi,pi) 是 xi 相应 的 表示 ， 因为 pi 不 可 约 ， 这 迫使 p; 必 为 


十 pxilg) . 
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次 表示 ; 又 由 玫 pi 不 是 单位 表示 ， 故 Kerpi; 关 后 . 因为 避 非 生 bel， 


故 Kerp; 对 {1} {否则 ，G 是 CQ* 的 子 群 ). 从 而 SG 非 单 . 口 
7,4 定理 (Burnside) 设 如 是 吕 人 9 阶 群 ,其 中 屿 9 是 素数 . 则 避 
是 可 解 群 . 


证 对 |G| 打数 学 归纳 法 . 

设 旦 是 GG 的 Sylow py- 子 群 . 则 ZCH) 关 {1}. 取 1 关 了 E 2(8). 
则 五 CCol9), 从 而 IG: Cs(g9j 1G: 司 , 即 茵 :Ce 的 19 故 
9 所 在 的 共 绝 类 的 阶 为 对 ,二 > 0. 

若 t+> 1 则 由 定理 7.3 知 存 在 Naec, 入 半 {1}, 和 N 关 GG. 故 由 
归纳 假设 知 N 与 G/N 均 为 可 解 群 ， 从 而 G 是 可 解 群 . 

若 上 =D0, 则 9e2G). 不 妨 设 Z(G) 关 GG. 则 由 央 纳 假 没 基 
G/Z(G) 可 解 ， 从 市 G 可 解 . 口 


Burnside 于 1904 年 用 特征 标 理论 证 明了 上 : 述 定理 . 至 于 不 用 
特征 标 理 论 的 纯 群 论证 明 直 到 1972 年 才 由 Bender 给 出 ， 而 且 相 
当 复 杂 、， 这 一 定理 也 给 出 了 可 解 群 阶 的 素 因 子 个 数 的 最 佳 上 界 ， 
因为 psder* 阶 群 未 必 再 是 可 解 群 ， 例 如 45. 顺便 提 及 ，Burnside 
又 于 1911 年 提出 “奇数 阶 群 是 可 解 群 * 的 猜想 ， 直 到 1963 年 W. 
Feit 和 J. Thompson 才 给 出 了 长 达 255 页 的 证 明 . 
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第 3 章 代数 的 表示 


本 章 用 横 论 的 语言 介绍 代数 的 表示 ， 侧 重 于 有 限 维 半 单 代数 
的 结构 与 模 论 ， 代 数 上 的 模 也 是 下 一 章 的 基本 工具 ， 无 论 是 从 历 
史 的 角度 还 是 从 现代 研究 的 角度 看 ， 有 限 维 结合 代数 的 表示 理论 
与 其 它 代数 结构 (如 Lie 代数 、 代 数 群 、 Lie 群 等 ) 的 表示 理论 都 
有 紧密 的 联系 和 相互 影响 ， 尤 其 在 有 限 群 表示 中 应 用 广 证 . 

-方面 ， 读 者 可 以 用 前 两 章 的 知识 ， 从 群 代数 这 个 具体 模型 
来 理解 本 章 的 内 和 容 ;， 另 一 方面 ， 将 本 章 的 内 容 应 用 于 群 表示 不 仅 
可 以 重新 得 到 前 两 章 的 主要 结果 ， 而 且 可 以 获得 新 的 统 果 和 更 一 
般 的 观点 与 方法 . 


8 域 上 代数 


我 们 已 经 熟知 域 上 向 其 空间 和 和 环 的 概念 域 上 结合 代数 ， 或 
简称 域 上 代数 ， 是 将 这 两 种 结构 融 一 体 的 新 的 代数 结构 . 


1.1 定义 域 户 上 的 代数 , 或 所 代数， 是 指 下 上 的 一 个 向 其 空 
加 4, 站 同 时 又 是 一 个 环 ， 其 中 4 作为 FF- 空间 的 加 法 群 与 4 作 
为 环 的 加 法 群 是 一 致 的 ， 并 且 FF- 空间 4 中 的 数 乘 和 环 4 中 的 乘 
法 满足 

ALab) = Mab = alNb), YapE A, AEF. 


下 -代数 4 称 为 有 限 维 或 无 限 维 代数 , 取决 了 * 二 作为 -空间 
是 有 限 维 还 是 无 限 维 的 .FF- 空间 4 的 维 数 称 为 代数 4 的 维 数 ， 


84 群 与 代数 表示 引 论 


记 作 dim, 4. 今后 我 们 主要 讨论 上 有 限 维 代数 . 注意 ， 若 无 特 
别 声明 ， 本 书 中 的 环 均 指 具有 单位 元 的 环 ， 因 此 F- 代数 4 都 是 
有 单位 元 的 ， 从 而 到 所 4 (将 下 等 同 于 1). 


1.2 类 似 于 环 论 ， 可 以 定义 FF- 代数 4 的 子 代 数 、 左 理想 、 右 型 
想 、 理 想 、 商 代数 的 概念 ， 这 些 定 义 当 然 要 兼顾 4 的 天- 空间 和 
环 的 双重 结构 . 例如 ， FF- 代数 4 的 理想 了 工 是 指 : 了 是 环 4 的 理 
想 目 I 是 4 的 F- 于 空间 . 请 读者 白 行 写 出 其 余 的 定义 ， 

F- 代数 4 总 有 两 个 非 平凡 的 理想 ， {0} 和 4 本 身 ， 除 此 之 
外 没有 其 它 理想 的 非 零 F- 代数 4 称 为 单 代数 . 

设 4,B 是 F- 代数 ， 映射 FF: 4 一 8B 称 为 F- 代数 同 态 ， 
如 果 了 既是 环 局 态 又 是 下- 线性 映射 . 类似 地 ， 我 们 有 Keri 、 
Imf 、 单 同 态 、 满 同 态 、 五 代数 同 构 等 概念 . 

定理 人 设 f: 4 一 已 是 天 代数 同 态 . 则 Kerf :={ac 
441f(la) =01} 是 4 的 理想 且 有 六 代数 同 构 Iay 举 A/Kerf. 

[ii) 设 了 是 所 -代数 4 的 理想 , 是 4 到 商人 代数 4/I 的 典范 满 
同 态 . 则 r 诱导 出 如 下 两 个 集合 之 间 的 一 一 映射 {4 前 理想 B 且 
BT 一 * {4/1 的 理想 }， 其 中 B 一 > BjT; 并 有 是 有 玉 - 代数 同 
构 AjB 衬 [ADBID. 

(ii) 若 了 是 4 的 理想 ，B 是 4 的 子 代数 ， 则 有 站- 代数 同 
构 (B+ DT 宇 BABNT). 

证 明 乌 给 该 者 作为 简单 的 练习 . 


1.3 例 1 域 上 单 变 元 多 项 式 的 全 体 作成 无 限 维 FF- 代数 ， 志 
为 F[z]. 

设 4 是 下 代数 ，a€ 4. 用 Fla] 表示 妇 中 所 有 形 如 f(a) 的 
元 素 的 集合 ， 其 中 f(x) E 天. 则 Ffal 是 4 的 子 代数 ， 称 为 a 独 
生 的 子 代数 . 显然 Flz] 一 la], f(z) 一 f(a), 是 下- 代数 同 态 , 其 
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核 为 了 = {f(x) € Fl[z] | f(a) = 0}. 因此， 车 4 是 有 限 维 代数 ， 
则 工头 {0}. 将 工 中 次 数 最 低 的 首 多项式 称 为 e 在 玉 上 的 极 小 
多项式 ， 记 为 moalx). 于 是 了 = (nalx)). 

例 2 FF 代数 4 称 为 可 除 人 代数， 如 果 4 是 除 环 ， 显 然 可 除 
代数 是 单 代数 . 设 D 是 有 和 限 维 可 除 代数 ，a € DD. 则 mafz] 是 不 
梧 约 所 多 项 式 . 因此 , 若 政 是 代数 团 域 , 则 D = 五 , 即 代数 闭 域 
上 的 有 限 维 可 除 代数 只 有 五 本身 ， 

设 五 是 有 和 限 维 可 除 FF- 代数 . 则 史上 阶 方 阵 的 上 集合 对 于 
通常 的 矩阵 运算 作成 sa . dim DD 维 下 代数 ， 记 为 Mi(D). 关于 
Ma(tDD), 一 个 基本 事实 是 Mi,(D) 是 单 代数 (习题 1)! 

设 DP 是 有 限 维 可 除 玉 代数 ， 且 FF 是 有 限 域 ， 则 D 是 有 限 
可 除 环 ， 帮 由 Wedderburn 定理 知 D 是 域 . 

” 设 V 是 域 丰 上 的 n 维 癌 晤 空间， 则 Endyp (VY) 是 无- 代数 且 
有 疡 代数 同 构 End (0V) 兰 MB- 


容易 验证 ， 形 如 
AAAa 7 An_l An 
0 A M2 7 An_2 Mn-l 
0 0 A 7 Mr-3 An-2 
0 0 0 如 
0 00: 0 A 


的 矩阵 集合 ， 其 中 和 ; 路 遍 DD 中 元 ， 作 成 Mw(D) 的 维 子 代 数 ， 
称 交 Jordan 子 代数 ， 记 为 Jn(DD). 

例 3 设 惰 是 任 一 群 ， FECG 是 以 G 中 元 为 基 的 F- 向 其 空 
间 ， 则 G 中 的 乘法 FF- 双 线 性 地 诱导 出 FG 中 元 的 乘法 . 对 于 这 
一 乘法 ， FG 作成 FF- 代数 ， 称 为 上 G 在 下 上 的 群 代数 . 显然， 群 
G 的 单位 元 是 群 代数 FG 的 单位 元 ， 和 且 FG 是 有 限 维 代数 (或 交 
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换代 数 ) 当 且 仅 当 G 是 有 限 群 (或 Abel 群 ). 若 吾 是 的 子 群 ， 
由 FH 是 FG 的 子 代数 . 

设 4 是 下 代数 令 ZA4) = {aE A|nr = ra, Yre 4)}. 则 
2Z(4) 是 4 的 子 代数 ， 称 鸭 4 的 中 心 、 

设 G 是 有 限 群 。 我们 来 确定 群 代数 FG 的 中 心 2(FG)， 设 
G4,…,C, 是 G 的 全 部 共 示 类 ，ci = 工 ge FG, i 一 1,…,s 


gE 
称 ci 为 FG 的 一 个 类 和 . 我 们 将 说 明 ces 是 Z(FO) 的 一 组 
基 . 
首先 , 注意 到 hesh-!l= 六 hgh! 和 了 =c wphec, 因 


8EC FEC 

此 ci E ZL(FG). 反之 ， 设 工 = 2 E Z(FO), 其 中 A, E fF， 则 
对 于 任 一 EG 有 hrh-!1 = 7z. 比较 x 和 hzxh”! 中 的 系数 ， 
即 可 得 出 X = 和 -1ohn， 这 表明 对 于 类 Ci 中 任意 两 个 元 9 和 9， 
系数 As 和 Xw 相同 ， 记 为 %. 从 而 z = 2 Xici. 最 后 ， 易 知 类 和 
ccs 是 FF- 线性 无 大 的 . 

研究 群 G 的 结构 与 群 代数 FG 的 结构 之 间 的 联系 是 一 个 有 
趣 的 课题 . 在 下 一 节 我 们 还 将 看 到 , 群 G 的 fF- 表示 与 群 代数 FG 
上 的 械 是 一 回 事 . 

例 4 实数 域 R 上 以 e.i,j 上 为 基 的 四 维 向 量 空 间 H, 按照 
下 表 定 义 乘 法 : 


则 易 证 于 是 R 上 的 代数 ， 其 单位 元 为 e. 对 于 0 天 全 = ee 十 六 十 
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0 十 (这 & H, 直接 验证 可 知 


aE— bi— ei—dk 
人 十 避 十 中 十 中 


是 工 的 道 , 即 zy = yz 二 e. 这 表明 再 是 可 除 代 数 ， 可 以 验证 本 


t= 
之 | Pe 
_ 它 有 字 1 ;之 之 [a 和 | 
一 22 SI 


| 

同 构 .这 是 历史 上 第 -- 个 非 交 换 的 有 限 维 可 队 代 数 的 例子 ， 称 为 
Hamiiton 四 元 数 代 数 . 顺便 提 玉 ， Frobenius 证 明了 了 及 上 有 限 维 
可 除 代数 只 有 及,C 和 再 三 种 . 


1.4 设 Al,-… :4n 均 是 F- 代数 ， 考虑 卡 氏 积 寺 1 XX -Xn 定 
义 其 上 的 运算 为 


三 


【al On) 十 ib1,- ,bn) 一 (ol + Dan by,); 
Afali yan) 一 (AQ1 -Ann), 入 所 五 ; 
{1 Aan, bn) 三 a6. nbn). 


则 4 x -… x .4 作成 玉 - 代数 ， 称 为 41,-…, #5 的 直 积 . 

若 下 -代数 4 是 天 代数 4 ,4n 的 直 积 ， 则 子 代数 出 = 
{0 0ob 册 DiE4locE34 是 4 的 理想 ， 漠 作为 后 
代数 同 构 于 .4i, 且 4 作为 FF- 向 其 空间 是 44，……, 4 的 直 和 .， 因 
此 ， 者 从 内 部 看 ， 可 将 4; 视 为 44 的 理想 ， 

若 下 -代数 4 是 其 理想 五 .的 直 和 (作为 向 量 空间 的 直 
和 ), 则 1=e+-…+en ei € =1 nm. 二 的 单位 元 工 的 
这 种 分 解 是 中 心 分 解 ， 即 eiej = 6ij5i 且 ei 均 属 上 和 4 的 中 心 ， 此 
时 ， ei 恰 是 五 作为 所 代数 的 单位 元 ， 
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若 1=ec+… 二 en 是 凡 的 单 们 元 的 中 心 分 解 , 令 A; = idei. 
则 是 4 的 六子 代数 ， 旦 对 任 一 a€ 和 4 有 


村 三 Bl 十 十 Bn 
一 elfauel 十 -… + aen) + enldel 二: + daen) 
= 2 CidEj. 
1<ij<n 
对 于 主 关 了 因为 ei E 2Z(4), 芍 eae) = eieja 二 65ijEiQ = 0, 从 而 
4 二 e1061 十 … 十 enaen. 于 是 得 人 FF- 代数 同 构 4 兰 4 xxX4n， 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 


定理 下 述 三 者 存在 着 一 一 对 应 : 

(i) 4 分 解 为 代数 的 直 积 . 

(i) 4 是 其 理想 的 直 和 (作为 向 基 空 间 的 直 和 ). 
(ii) 4 有 单位 元 的 中 心 分 解 ， 


吝 寺 二 Ax x A Ed 则 a&@a = al 十 … 十 au 其 中 
qi Ed 7 二 1,-…,n, 称 a; 是 a 的 属 丁 A; 的 齐 次 分 支 . 


1.5 定理 设 4= 4 x.…x 4A。, 了 是 4 的 任 一 左 ( 右 ) 理想 . 则 
一 五 四 和 引 五 ,其 中 到 是 4i 的 堪 ( 右 ) 理想 . 

特别 地 ， 者 4; 均 为 单 代数 ， 工 是 4 的 理想 ， 则 了 必 为 者 干 
4; 的 直 积 . 

证 令 1={ae 4 la 是 了 中 蘑 -元 的 齐 次 分 支 }. 则 五 亦 
是 4; 的 左 理想 . 设 e; 是 4i 的 单位 元 ， ea E 5 则 有 台所 了 
使 得 ea = zi 二 -++7n; 其 中 7; € Aj,l < 了 了 <n wi 二 gt 因 
eiTi 一 0 了 天王 衣 m = ea = et E 了 了 这 表明 CI 故 
了 一 五 申 … -四 总 ， 
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者 了 上 是 4 的 理想 ， 出 均 为 单 代 数 ， 则 五 是 上 的 理想 . 队 
而 五 =0 或 五 = di 因此， 了 工 是 各 十 4; 的 直 积 . 口 


1.6 设 4 是 有 限 维 FF 代数 ，0 关 ee 4. 若 =e, 则 称 e 是 4 
的 窒 等 元 者 e 是 各 的 特等 匹 是 ee2(4) 则 称 e 是 4 的 中 心 宪 
等 元 ， 两 个 星 等 元 el,ez 称 为 正 交 的 ， 如 果 elez = eael 一 0. 兰 等 
元 e 称 为 本 原 的 ， 如 末 e 不 能 表 成 4 的 两 个 正光 的 撒 等 匹 的 和 
特等 元 。 称 为 中 心 本 原 的 ,如果 ee ZlA4) 且 e 不 能 表示 成 两 个 正 
交 的 中 心 徐 等 元 的 和 . 

车 e1,*…,en 是 44 的 一 组 两 两 目 父 的 备 等 元 ， 则 6,… ,en 是 
FF- 线性 无 关 的 ， 因 此 n < dim, 4， 

由 定理 1.4 知 ， 4 的 单位 元 能 够 分 解 成 两 两 止 沈 的 中 心 展 等 
元 之 和 当 且 仅 当 4 分 解 成 非 淮 理想 的 直 和 . 


1.7 命题 自 设 e 是 和 44 的 中 心 备 等 元 , 则 e 是 中 心 本 原 竺 等 元 
当 且 仅 当 五- 代数 4e 不 能 分 解 成 4 的 非 零 理想 的 直 和 和 |. 

fi 设 ee2 起 4 的 两 个 中 心 本 原 响 等 元 ， 则 或 el = ea, 或 
el 与 ez 目 交 . 

(i 设 1= 6 十 -… 十 en, 且 01,…,en 是 两 两 正 交 的 中 心 本 
原 适 等 元 则 e1,… ,en 是 4 的 全 部 中 心 本 原 笑 等 元 . 

证 人 类 似 于 1.4 中 的 推导 . 

(i) 我 们 有 


el 二 Fle 十 £1 ‘1 一 €2), 


因 ei1,es 均 为 中 心 笑 等 元 ， 矶 可 直接 验证 ele2 与 e1l1 一 ez) 均 为 
中 心 震 等 元 并 有 旦 互相 正 交 ， 叉 因 el 尾 中 心 本 原 的 ， 故 


elea 二 人 0 
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或 
eill ~ e2} 二 0, 


部 eiea 一 站 或 el = ele2. 
同 理 ， 我 们 有 elez = 0 或 ea = elr2， 从 而 el 与 6; 正 交 或 
81 = elea = 6a. 
[ii) 和 假设 所 是 4 的 中 心 本 厚 攻 等 死 ， 且 了 关 ei， 1 i<n. 
则 由 (ii) 得 到 如 下 下 盾 : 
三 = fet:':+fen= 0. 口 


习 题 


1 可 除 代 数 的 中 心 是 域 . 

2、 设 万 是 可 除 FF- 代数 . 证 明 Mn(DD) 是 单 代数 . 

3， 设 口 是 可 除 让 - 代数 .证明 fnCD) 的 中 心 为 {2 :Th ,2E€ 
Z(DD) } ,其 中 Z(D) 是 也 的 中 心 ，Ih 是 于 阶 单位 阵 ， 

4， 代数 有 4 的 元 过 a 称 为 志 ( 右 ) 零 因子 ， 如 果 存 在 非 零 元 
be 44 使 得 虽 一 0( 相 应 地 ，ba 二 0).9 称 为 左 ( 右 ) 单位 ， 如 果 存 
在 BeE 轨 使 得 a6 二 1( 相 应 地 ，bua 二 1). 车 既是 万 尝 位 ， 又 是 布 
单位 ， 则 称 e 是 可 类 元 . 设 4 是 有 限 维 代数 ， 证明 下 述 结 论 : 

(i) 车 a 有 古 可 好 元 ， 则 在 在 哈 一 前 be 使 得 ob=ba 王 1. 

(ii) 去 零 因 子 必 为 市 韩 因子 ; 反之 六 就 ， 

[iiiy 去 半 位 ' 沁 为 右 兰 位 ; 反之 齐 然 - 

[iv) 4 中 任 一 元 或 者 是 替 因 也 或 者 是 单位 ， 

(v) 堆 因 子 不 是 单位 . 

(vi) 车 立 无 零 国 子 ， 则 六 是 可 除 代数 . 

5 证 如 是 代数 闭 域 ， 4 是 商 限 维 可 除开- 代数 ， 则 凡 = 三. 
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G6， 在 同 构 意义 下 ， 及 上 的 2 维 代 数 只 有 R2，C 和 卫 (R) 
三 种 . 

7.， 任 一 中 心 震 等 元 均 可 表 成 两 西 正 交 的 中 心 本 原 震 等 元 的 
和 
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作为 基本 的 教程 .我 们 仍然 仅 考 虚 有 限 维 代 数 上 的 有 限 维 模 ， 
读者 可 以 自行 地 将 基本 的 慨 念 和 某 些 结 果 改 成 任 一 代数 上 的 任 一 
模 . 


2.1 定义 1 设 4 是 有 限 维 FF- 代数 ，V 是 有 限 维 F- 向 基 空 
间 ，. 如 果 存 在 F- 代数 同 态 p ; 4 一 End 0 则 称 (Wp} 是 4 
的 一 个 FF- 表示 . 

和 4 的 两 个 FF- 表示 (MH,p) 与 (六 .网 称 为 等 价 的 ， 如 果 丰 在 一 - 
线性 同 构 了 : M -一 六 使 得 


fpta) = (a0, va ed. 


此 时 pta) 在 好 的 一 组 基 B 下 的 算 阵 与 nla) 在 NN 的 基 了 (B) 下 
的 矩阵 相等 ， Ya € 4. 等 价 的 表示 视 为 同一 表示 . 


显然 ， 若 4 = 下, 则 4- 模 就 是 F- 向 量 空间 . 

与 群 表示 一 样 ， 代 数 4 的 表示 下 的 实质 是 4 在 向 其 空间 Y 
上 的 线性 作用 . 因此 ， 今 后 我 们 将 更 多 地 使 用 如 下 定义 ; 

定义 2 设 4 是 有 限 维 Ff- 代数， 是 有 限 维 F- 空间 ， 如 
果 存 在 映射 Ax 于 ave Yaoie 4xTF, 满足 

{i Ga 十) 一 ai 二 et YaEe Am,v El: 

( (GD 二 (AD = Aav), vae AAED VEY 
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(HD) ta+v=out+by, Yaobe dvrvev,; 

fiv) tab)v = atbv), Ya,b eA, EY 

fw] lv=v, YY ET， 
则 称 Y 是 左 4- 模 . 

与 群 表示 一 样 ， 说 “了 是 4 的 已 表示 ”与 说 “TY 是 左 4- 
模 ” 是 一 回 事 . 孝 实 上 , 阁 (Vp) 是 4 的 F- 表示 ， 定 义 av = 
Pla) (9), Ya E 4,2 EV, 则 VV 作成 左 和 4- 横 反之 , 若 VV 是 左 4- 
模 ， 完 义 F 户 代数 同 态 p : 4 一 End; (V1 它 将 44 中 元 a 送 到 VV 
的 线性 变换 pla), 其 中 pla) (wv) = av，Ywv EV, 则 得 到 4 的 产 表 
不 (V, p). 

与 左 4- 模 相 类 似 ， 可 以 定义 右 二 模 的 概念 . 

定义 3 设 V 是 有 限 维 Ff- 空间 ， 如 果 存 在 映射 x4 一 V: 
(v0) va EV YelEy x 4, 满足 

i) f+ ve = t+ Va, Vac Av, va EV 

Gi) PaAai = AoA = Ava), vAEFoEAvEeV; 

(i vtat+ =vatub, vabe A,v eV, 

iv) vilab) = {valb, Vabe AvelT; 

fw vl =v, VveY, 
则 称 YW 是 右 4- 模 . 

同样 的 道理 , 说 “VW 是 A4 的 -表示 ”与 说 *V 是 右 4- 模 ”是 
一 回 事 ， 但 此 时 对 于 表示 (Vp), 线性 变换 p(a) 必须 写 在 了 中 元 
的 右边 ， 即 (vjp(la) = va 才能 保证 p(az = plajp( 外 . 男 一 方面 ， 
给 定 4 的 表示 (TF, p), 至 于 将 线性 变换 pfa) 写 在 VW 中 元 的 左边 还 
是 右边 完全 是 随意 的 , 但 使 用 前 者 则 得 到 左 4- 模 ， 使 用 后 者 则 得 
到 右 4- 模 . 

对 于 任 一 天 代数 4, 在 F- 向 其 空间 万 上 定义 新 的 弱 法 。 如 
下 aob = ba, Ya,be 4. 由 此 得 到 的 FF- 代数 称 为 4 的 反 代数 ， 


» 
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记 为 dep. 和 任 一 左 4 模 了 按 wa := oo 的 方式 自然 地 视 为 右 4on- 
模 ， 因此， 以 下 我 们 只 对 左 44- 模 进 行 手 述 ， 对 于 大 和 4- 模 的 讨论 
完全 是 平行 的 . 


2.2 设 M 星 左 寺 祝 . 若 入 是 氏 的 下- 子 宝 间 HaN CN, vac 
4, 则 称 wj 是 37 的 子 模 ， 
设 闪 是 好 的 子 模 . 则 商 空间 MIN 可 自然 地 作成 4- 蛋 : 


am+ N=am+N, vedA m+Ne MN, 


称 为 MM 关 ]* NN 的 商 柑 . 
设 Af, MT! 均 为 左 汇 模 . 下- 线性 映射 了: 2 二 M' 称 为 4- 
模 同 态 ， 如 果 


fam}) 一 GFfra， Yae A, meamN,. 


用 Hom ,Can 4') 来 记 所 有 MH 到 Af' 的 4- 模 同 态 作 成 的 集合 . 

类 似 地 ， 我 们 有 44- 横 单 同 态 、 满 同 态 和 和 十 模 同 构 映 射 的 概 
念 。 若 存在 4- 模 同 构 上 映射 了 : 好 一 邮 则 称 模 对 与 模 邮 同 
构 ， 记 为 3 人 宇 MM 模 4 与 模 Wi! 同和 神 当 和 且 仅 当 它们 相应 的 表示 
等 价 ， 同 构 的 模 被 视 为 同 -- 模 . 

请 读者 自行 定义 模 同 态 的 核 与 像 ， 并 写 出 相应 本 引 理 1.2.4 的 
钳 论 . 干 述 引 理 的 证 明 留 给 该 者. 

引 理 设 邓 是 左 4 横 ， 交 足 其 子 模 . 令 = MIN, 7: 
M 一 MIN 是 典范 模 同 态 ， 即 rfp) = 二 现 十 入 YmE 

() 7 诱导 出 如 下 两 个 集合 之 间 的 一 一 映射 {MM 的 子 模 工 且 
LN} 一 > {Af 的 子 模 }, 其 中 工 一 LIN: 并 日 有 并 4 模 同 
构 MTIL 写 (MINY(LIN) 

fiy 设 工 是 条 的 子 模 . 则 在 二 后 同 梅 ( 工 + 六 JAY 宇 L/LNN). 
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2.3 设 邮 是 左 A- 横 . 令 ann(M):= {a€4|aM = 0}. 则 
ann (M) 是 4 的 理想 ， 称 为 邮 的 零 化 理想 ， 若 ann (MM) = 0, 则 
称 M 是 串 实 小 模 . 

设 I 是 4 的 理想 日 了 TC ann (MY). 则 MM 可 自然 地 看 成 左 4A/T- 
模 : 


(ati)m := am, vace A me mM. 
特别 地 ， 2M 作为 4/ann (M)- 模 是 忠实 的 . 
反之 ， 任 一 商人 代数 A/T 上 的 无 模 Mf 亦 可 看 成 左 4- 模 ; 


om := (t+ Dm vace A, mE JJ， 


且 ann (MM) 恨 工 由 此 得 到 
引 理 设 了 是 4 的 理想 . 则 存在 如 下 两 个 集合 之 间 的 一 一 映 
射 : 


{ 去 4/ 广 模 M 一 3 { 左 委 模 Mf 且 ann(M) 2 7}. 
2.4 设 M,N 均 为 左 4- 模 . 则 F- 空间 的 直 和 好 旬 NN 按 如 下 自 
然 的 作用 作成 4- 横 ， 
30 2) 一 (anyany， Vae A, (mn)EMD@N. 


称 为 模 对 与 N 的 直 和 . 类 似 地 定义 模 Hi An 的 直 和 Mt 四 
… 

根据 定义 ， 模 WV 同 构 于 模 M1,…, MM 的 直 和 当 且 仅 当 存在 
V 的 于 模 访 , 使 得 入 全 Mi, i 一 1,…,n, 满足 


V = 


ViN(Tinnt T+) = {0}, 1l1<i<n-l1. 
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容易 证 明 如 下 引 理 (参照 习题 1.3.4): 
引 理 没 An,A.Als 均 是 左 4- 模 . 则 有 F- 向 量 空间 的 同 
构 : 


Hom ,Mf © Ma, Ma) Hom, (Mf M3) 后 Hom (Mo, Ns), 
Hom ,tAfs, MB NM) SS Hom, (A MAT © Hom, tls, Mz). 


2.5 任 一 左 和 4- 模 3Mf 均 有 两 个 下 几 的 子 模 : {0} 和 好 本 身 . 若 
非 零 模 JYW 仅 有 这 两 个 子 模 ， 则 称 3f 是 单 4- 模 (或 称 M 是 妇 的 
不 可 约 表示 }. 

若 模 1 是 若干 个 单 4- 模 的 直 和 ， 则 称 对 是 半 单 模 (或 称 为 
妃 的 完全 可 约 表 示 }. 

类 似 干 引 理 I.4.3, 我 们 有 

引 理 1 下 述 命题 等 价 : 

(az 是 半 单 4- 模 . 

【ij az 是 其 知 干 单子 横 的 和 . 

(i MM 的 任 一 子 模 闪 均 有 补 子 模 研 , 吧 M=N@W. 

(ivy) 4 的 任 一 单子 模 均 有 补 子 模 . 


引 理 2 半 单 模 的 子 模 与 商 模 均 为 半 单 模 . 

证 设 MM 是 半 单 模 N 是 MM 的 子 模 为 证 入 是 半 单 模 ， 
只 要 证 明 N 的 任 一 子 模 忌 在 闪 中 均 有 补 子 模 . 根据 上 述 引 理 知 
已 在 M 中 有 补 子 模 克 .而 af = 已 四 作 , 于 是 站 = 已 皇 ( 人 (站 克 )， 
趴 在 NN 中 的 补 子 模 为 NN 玉 . 

再 由 上 述 引 理 知 N 在 M 中 有 补 子 模 下 , 从 而 MN 衬 V, 而 
让 是 M 的 子 模 ， 故 WW 是 半 单 模 ， 于 是 MN 是 半 单 模 . 口 


2.6 Schur 引 理 设 M,N 均 为 单 4- 模 . 
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(i) 若 存 在 0 了 关 了 了 € Homla ni 则 Mg 兰 交 从 而 ， 若 
M N,N Hom, (M,N)=0. 

ti) End, (村 ) := Hom (MM) 是 有 限 维 可 除 下 代数 .特别 
地 ， 若 下 是 代数 闭 域 ， 则 End, (MD) = 五 1， 兰 五 

证 明 留 给 读者 (参照 引 理 14.5). 


2.7 例 1 设 4 是 下 代数， 对 于 任意 a,x€ 4, 规定 a 在 x 上 
的 作用 为 4 中 冬 积 az. 则 4 作成 左 二 模 ， 称 为 左 正 则 4- 模 . 
7 是 堪 正则 4- 模 的 子 模 当 且 仅 当 工 是 4 的 左 理想 . 
车 规定 a 在 x 上 的 作用 为 za, 则 4 成 为 右 4- 模 ， 称 为 右 正 
则 4- 模 。 了 是 右 正 则 4- 模 的 子 模 当 日 仅 当 了 是 4 的 右 理想 . 
若 4 的 单位 元 1 可 写成 1 = el+… Ten 其 中 eyej 一 点 jet 1 < 
i,j 了 之 7 则 称 此 分 解 为 4 的 单位 元 分 解 . 
设 1=ei 十 … 十 en 是 4 的 单位 元 分 解 , 则 左 正则 4- 模 有 下 
和 分 解 


站 二 Ael BB AA,; 
(及 之 , 若 左 正则 4 模 有 直 和 分 解 ， 则 得 到 4 的 单位 元 分 解 . ) 同 
时 ， 右 正则 4- 模 也 有 直 和 分 解 


本 一 el 出 本 I} Le 过 . 


(反之 , 车 右 正则 4- 模 有 直 和 分 解 ， 则 得 到 4 的 单位 元 分 解 . ) 于 
是 得 到 FF 向量 空 间 4 的 下 述 志和 分 解 : 


并 = 中 E14e;, 


,7 二 1 


并 且 4 二 站 eaej, Ya Ee 4. 这 个 分 解 称 为 4 的 Peirce 分 解 ， 注 
es 


意 ， 一般 来 说 ,每 个 分 其 eiAej 既 非 4 的 左 理 想 ， 孔 非 4 的 右 理 
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想 (除非 e 均 是 4 的 中 心 元 ) 但 是 上 述 分 解 孝 人 允许 我 们 将 4 的 
元 素 表 达成 着 阵 形式 .， 


I 7 dln 
Yn 4, 好 一 Ft + 和 ， 
dnl 四 nn 


其 中 aij = eine; Eeideii 而 且 二 中 元 素 的 运算 可 归结 为 相应 证 阵 
的 运算 ， 例 如 
ib 一 > “aa 有 一 bp > usb ， 
i .7 i k 


这 是 因为 当天 天 时， axkBy = eiafek :ejbey = 0. 由 此 可 以 将 44 
写成 惠 阵 形式 

All 1 

dnl 


其 中 i 一 Er1Ade,. 
例 2 模 下 称 为 苇 1 的 目 由 4- 模 ， 如果 存在 好 中 的 元 素 
mi,…, mn, 使 得 村 中 任 一 元 mm 可 唯一 地 写成 


rt 二 1 十 "~ 二 Gntnn, 


其 中 a, & 4. 容易 证 明 ， MM 是 秩 ni 的 自由 4- 模 当 且 仅 当 存在 本 
模 同 构 
Nn 二 
任 一 模 这 均 是 某 一 自 由 摸 的 问 坊 像 ， 设 T1114 Tn 是 | 
一 组 fF- 基 ， 今 
f: 4 一 芭 ， f(a , rin)) = > QiTi. 


] 之 t 守 
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则 了 f 是 满 同 态 . 

例 3 模 MM 称 为 循环 模 ， 如 果 存 在 m2 E MM, 使 得 M = Axm. 

证 并 = dm 是 循环 模 . 则 了 : 4 一 M4, 其 中 fla) = am,va Ee 
4, 是 4- 模 辣 态 . 因此 MM 宇 AjKerf, 其 中 erf = faE 如 | om = 
0}. 

例 4 设 G 是 有 限 群 ，(V,p) 是 G 的 FF- 表示 . 对 于 任 一 
2 Aog9 EFGO, 其 中 so EEF, 和 性 一 + EF, 定 尺 


(3 | v= 》 》)o(9 内. 
gER 生地 

则 TY 成 为 群 代数 FG 上 的 左 模 . 反之 , 给 定 群 代数 FG 上 的 左 模 
7, 则 妃 在 了 上 有 一 天 -线性 作用 ， 即 站 成 为 如 的 天 表示. 因 
此 , 群 G 的 F- 表示 与 群 代数 FG 上 的 模 是 一 回 事 ; 群 G 的 天 
表示 M,N 之 问 的 G- 模 映 射 与 FG- 模 M,N 之 间 的 FG- 模 同 态 
是 一 回 事 . 今后 我 们 将 反复 使 用 这 一 观点 . 


2.8 设 4,8B 均 是 FF- 慌 数 . 若 MM 人 航 是 左 A- 模 又 是 右 吾 - 模 ， 


且 满 足 
(amb =almbh), vae ApE 了 BE 


则 称 nr 是 4-B- 双 模 ， 通 常 记 为 .44s 

例如 ， 代 数 4 妍 是 左 正 则 4- 模 ， 又 是 右 正则 4- 模 ， 并 且 4 
中 乘法 的 结合 律 表 明 4 是 44- 双 模 . 

设 ,JM。 是 4-B- 双 模 ， ,六 是 左 4- 模 . 则 Hom, (Ms, sn) 
作成 左 B- 机 :VYf € Hom,{, Ms,aN), be B, 定义 (bf 有)(m) = 
fm ， Ym E JM. 验证 留 给 读者 . 

类 伺 地 ， 读者 可 以 给 出 Hom (GN, ,Ms) 的 右 B- 模 结 神 , 车 
上 是 右 B- 模 ， 风 类似 地 也 可 定 艾 Homs {Ms,LB) 的 厂 4 模 结 
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构 和 Homs(Ls, ,hfs) 的 左 要 槛 结构 
特别 地 ， 根 据 上 述 讨 论 ， 对 上任 一 下 本 模 M, Hom, {3,2) 
作成 左 4- 模 ， 


2.9 ”定理 0 映射 局 f(1) 给 出 了 在 4 模 同 构 ，Honm (4: MM) 
兰 Mf. 
fi) 若 计 = ,4, 则 上 述 映射 给 出 了 请 -代数 同 构 ，End, (14) 
兰 AoP. 其 中 42p 是 4 的 反 代 数 . 
证 全 映射 了 70D 是 Hom,(4,MM) 到 2M 的 上 左 4 横 同 
态 : 
(ah = fliay = fall) =af(ty, vaed. 


若 f{1) = 0, 则 Fa = af = 0. ae 即 了 =0， 这 表明 
卡 述 映射 是 单 同 态 ， 对 于 任 一 mm € 好 全: 4 -+ ML, 其 中 
fla) =am., vae 4 则 fe Hom,{(4,M) fA f{1) = m. 这 表明 
fm f[1) 也 是 满 射 ， 从 而 是 堪 4- 异同 构 映 射 . 

(i) 对 于 六 9 E Ends (4), (fo9)(1) = f(9(D) = flgtl) :1) = 
9(D) 了 (1). 这 表明 六 f(1) 是 代数 End, (4) 到 和 4 的 友人 代数 AP 
的 代数 同 构 ， 口 


2.10 设 邓 是 左 4- 模 我们 考虑 Mi 的 白 同 态 代 数 End, (M1) = 
Hom , (M, Mf). 

若 M 有 直 和 分 解 MM = A 人 由 Mn 令 cj: MM 一 Mj 
是 第 ; 次 投影 映射 . 出 ej 是 4f 到 A 的 左 4 模 同 态 ， 当 然 Ey 
可 自然 地 看 成 End, 1M) 中 元 ， 于 是 得 到 End, (23M) 的 单位 元 分 解 
1 一 el 十 :十 en etief = Bjei. 

反之 ， 车 End, (M) 的 单位 元 有 分 解 1 = el 十 … 十 tn， 令 
A 二 ei(Af)， 显然 Wi 是 左 二 民有 和 = 和 十 十 Mn， 大 
eilmi)+- -+en(ma) = 0, 则 0 = etetn)t+ ten Cnn)) = er(mi). 
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这 表明 Mi = A BB-… 吕 My 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 


命题 诺 4 模 MM 的 直 和 分 解 与 代数 End, (2M) 的 单位 元 分 
解 是 一 一 对 应 的 . 


称 模 Mt 可 分 解 ， 如 果 存 在 好 的 两 个 非 零 子 模 Mi 和 JM 使 
得 好 = Mi 四 M2; 否 赠 ， 称 M 不 可 分 解 ， 因此, 若 好 不 可 分 解 
此 = My @ My, 则 必 推 出 Mi = {0} 或 282 = {0}. 


推论 1 非 零 模 MM 不 可 分 解 当 和 且 仅 当 End,(M) 仅 有 两 个 平 
凡 的 备 等 元 0 和 1. 

证 若 e 是 End, (iM) 非 平凡 的 短 等 元 则 f= 1 一 e 也 是 非 
平 几 的 筹 等 元 且 ef = fe =0 1=e+f 是 End(M) 的 单位 元 分 
解 ， 从 而 由 上 述 命 题 得 知 M 是 可 分 解 的 . Cc 

根据 2.7 例 1 中 的 讨论 知 代数 End, (24) 的 单位 元 分 解 与 左 
正则 End, (M)- 模 的 直 和 分 解 是 一 一 对 应 的 ， 和 由 此 也 得 到 

推论 2 左 4 模 MM 的 直 和 分 解 与 代数 End, (4) 的 左 正则 
模 的 直 和 分 解 是 一 一 对 应 的 . 


2.11 设 左 起 权 诸 有 直 和 和 分解 M = Mi 外 … 人 多 Mn. 期 End, az 
的 单位 光 1 有 分 解 1= el 十 … 十 en, 其 中 ei : 4 一 Mi 是 投射 . 
对 于 Ee End, (lM), 令 fi : 轩 忆 NM; 是 左 村 模 同 态 其 中 
fiil2) = eyf lz), vie M.. 

设 到 二 二 一 +m EM, mi EE NM, 1 二 1,-…,n. 则 
fon) = fn 二 一 十 fmn). 设 fma) = ma 十 … 十 Win € 村 ,其 
中 myy € 加 j, j= 二 1,…,%. 于 起 


fimj = 2», mii 一 2», ina. 


1<i,7<n li 人 Sn 
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| 


国 此 ， 若 将 jn 写成 员 向 基 | : 


7 
(fijijnxn; 则 


fl i fin Mm 
人 ，. ， 加 】 
fnl 机 fnn rin 


这 种 记号 的 好 处 是 End, (M1) 中 元 素 了 的 加 法 、 寺 法 和 数 飞 与 其 


相应 的 矩阵 (fij)nxn 的 加 法 、 乘 法 和 数 乘 是 完全 -一 致 的 (请 读者 
自行 验证 ). 于 是 ， 我 们 得 到 


)* f 写成 矩阵 形式 了 = 


引 理 有 开 - 代数 同 构 


End (3 届 人 


fii 四 fin 
~ if EE Hom, CN), 1 <i jnoy, 
fnl 四 fnn 


其 中 右边 集合 的 代数 运算 按 窍 阵 运 算法 则 进行 . 
特别 地 ， 若 Homa(M;, at) =0.1<iz7 了 <n, 则 


Endatif B.-L FE MM) Endia(ah) x x EndalMy). 
在 十 述 引 理 中 取 i 兰 


nL 则 得 到 
2.12 


定理 End fr) 兰 邮 (号 ) 其 中 B= Endi{L),， M5.(B) 表 
示 代 数 昌 上 的 全 矩阵 代数 . 


在 本 节 的 最 后 ， 我 们 简单 介绍 一 下 范畴 与 函 于 的 概念 


2.13 ”定义 ”一 个 范畴 C 由 下 列 要 素 组 成 ; 
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(i 一 些 对 象 ,， 通常 用 大 写 的 英文 字母 表 示 ; 对 梨 的 全 体 记 
为 DbC, 或 简 记 为 C: 

(i) ”对 于 任 一 对 每 的 有 了 压 对 (X,Y) 定义 了 一 个 集合 
Hom. (六 ,了 ), 或 简 记 为 Hom(X, 站 ), 其 中 的 元 素 称 为 区 到 了 的 
态 射 

(ii 对 于 任 一 对 象 的 有 序 三 维 组 (X,Y, 2), 定 父 了 集合 之 间 
的 映射 

Hom(X,Y) x Homf 2) —} Hom(X, 2) 
(f,9) + 9 


满足 下 述 条 件 : 

(1 著 (人 站) 天 (7 小, 则 态 射 集 Hem(X,Y) 与 Hom 人 下 
的 交 是 空 集 ; 

(i {结合 律 ) 若  € Hom(X,Y, 9 € Hom(Y,2), hh € 
Hom(2, WW ). 则 

(hg)f = hlgf); 

(iii) (单位 元 ) 对 于 任 一 对 象 基 ， 存在 唯一 的 态 射 1 上 
Hom(X,X) 使 得 fl， = f 与 1x9 = g,Yf € Hom(X,Y) 与 
9g E Hom(Y, X). 


设 FE Hom[X,Y). 若 存 在 9E Homfz 和 全) 使 得 
gf=1lx, fg= 1y, 
则 称 了 是 同 构 . 


2.14 例 1 有 限 维 F- 空间 范畴 下 -mod: 对 象 是 所 有 的 有 限 维 FF- 
向 量 空间 ; 对 于 任意 的 有 限 维 F- 向 其 空间 发 ,了 定义 Hom(X,》) 
是 芒 到 Y 的 FF- 线性 映射 的 集合 ， 则 可 验证 F-mod 是 范 办 . 
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例 2 群 范畴 Grp: 对 象 吓 所 有 有 的 群 ; 对 于 任意 的 群 G1 与 G2， 
定义 HomtGi :Ca 是 G1 到 Cs 的 大 同 态 的 集合 则 Grp 是 范畴 . 

例 3 类 似 地 ， 所 有 的 有 限 维 FF- 代数 作成 一 个 范畴， 

例 4 有 限 维 左 4- 模范 畴 4naaod: 设 4 是 有 限 维 下 - 代数 ， 
-A4-mod 中 的 对 象 为 有 折 有 的 有 限 维 左 4- 柜 ， 对 于 任意 两 个 有 限 维 
寺 模 X 革 ,YY, 定 义 革 到 的 态 射 集 为 Hon (X,Y) 则 4-mod 作 
成 范畴 .这 是 本 章 中 我 们 研 宛 的 对 每 . 

2.15 定义 设 C 与 玉 是 两 个 范畴 . 则 5 到 了 的 一 个 共 变 (或 
反 变 ) 函 子 到 由 下 列 要 素 组 成 : 
全 天 是 Obce 到 OObz 的 映射 , 即 YX Ee OQbC 有 FX eeObD; 
(i 对 于 任 一 对 象 的 有 压 对 (X,Y. 定义 了 映射 


Hom AT) — Hom, (FX, FY) 


fr Fh), 
( 或 相应 地 ， 
Hom,_{X,1) 一 Hom (FY, FX) 
fF ro FN ) 
满足 : 


人 若 gf 在 C 中 有 定义 ， 则 Flg 放 = 了 (9)F( 有 (或 相应 地 ， 
migf} = Ff (gD) 
(i FU =1,.,, YX EObE, 


2.16 例 设 4 是 有 限 维 FF- 代数， 和 f 是 任 一 有 限 维 4- 模 . 则 
Hom (MM 一) 是 二 mod 到 F-mod 的 共 恋 浮子 ， 其 中 


Hom , (天 一 亲王) := Hom, (MF, YT), vA € 4-mod; 
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vf E Hom {X,Y),， Hom, (4, —)(f) := Hom, (2M, 了 ) 定义 为 如 下 
FF- 线性 瑞 射 : 


Hom (M, f)(9) = fg € Hom (M,Y'), Vg € Hom (M,X). 
而 Hom {一 ,MM} 是 4-mod 到 天 -mod 的 反 变 函 子 ， 其 中 
Hom,(—, M)(X) := Hom (X, M}, YX € A-mod; 
Yf € Hom, (X,Y), Hom, (一 MI)(f) := Hom, (f, M) 定义 为 如 下 
F- 线性 映射: 


Hom (f, M)(g) = gf Hom (X., MI), vy € Hom (Y. MY). 


2.17 设 给 定 左 4- 模 和 左 4- 横 同 态 的 序列 ， 


Mi 2 Mo Ey My 3 i Eo MM 


若 Kerf; = Ia 六 ， 则 称 该 序列 在 M 处 正 合 . 车 此 序列 在 任 一 
Af;, 2 ~ i < nn 1， 外 均 正 合 ， 册 称 它 是 4- 模 正 合 列 , 特 罚 地 ， 着 


0 ML :NN 0 


是 正 合 列 ， 即 了 单 ， 了 满 ， 昌 Imf = Kerg, 则 称 它 是 短 正 合 列 . 
着 0 一 时 一 0 是 正 合 列 ， 则 = 
设 下 是 模范 畴 4-mod 到 模范 畴 B-mod 的 一 个 共 变 函 子 . 下 
称 为 堪 正 合 画 了 学 ， 妨 果 对 于 人 尾 一 4-mod 中 的 正 合 列 


0 一 有- 


五 -mod 中 的 序列 


0 FM DS FL 9 FN 


第 3 童 代数 的 表示 ]05 


也 正 台 . 三 称 为 右 正 人 台 函 子 ， 如 果 对 于 任 一 4-mod 中 的 正人 台 列 


A LV 0, 


B-mod 中 的 序列 


FA SD FI LW py 0 


也 正 侣 . 五 称 为 正 合 末 子 ， 如 时 对 于 4-mod 中 的 址 正 合 列 


OL ND, 


五 -mod 中 的 夺 人 出 


D+ Fi Fi -~ FN — >»0 


也 是 短 正 合 列 ， 

根据 年 必 ， 左 正 台 共 变 函 子 所 将 4 单 同 态 f: MH 一 + 入 变 
成 B- 单 同 态 F( 有 站 : F(M) -FUN 右 正 合 上 共 变 函 子 下 将 4- 
满 同 态 :MM 一 + NN 变 成 B- 满 同 态 下 ( 门 : FUM) 一 FIN). 

对 偶 地 ， 进 下 蚌 A-mod 到 B-mod 的 皮 变 明 子 . 下 称 为 左 
正 会 孟子， 邵 困 对 于 任 一 4-mod 中 的 正 台 列 


NM A ND, 


B-mod 中 的 序列 


0 oo FN D9 FL DY FM 
也 是 正 合 列 . 下 称 为 右 正 合 阴 子 ， 如 果 对 于 任 一 4-mod 中 的 正 
合 列 


ON 二 工 -2 N, 
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8B-mod 中 的 序列 


FN 


也 是 正 合 询 . 五 称 为 正 合 函 子 ， 如 虹 下 将 4-mod 中 的 短 正 合 区 
变 为 B-mod 中 的 短 正 合 列 . 

根据 定义 ， 左 正 合 友 变 函 子 下 将 和 潢 同 态 ff: M 一 六 变 
成 B- 单 同 态 FF) : F(N) 一 F(MD); 右 正 合 反 变 函 子玉 将 和 4 
单 辣 态 1 : M 一 N 变 成 B- 潢 同 态 F(): FN) 一 FP(M). 


2.18 ”命题 设 M 是 任 一 4- 模 则 
人 画 子 Homa (at,-) 是 4mod 到 F-mod 的 左 正人 台 共 变 函 


0 


子 . 
fii] 肾 子 Hom ,[-,1) 是 4-mod 到 F-mod 的 左 正 合 反 变 沙 
子 . 
证 只 证 @, 将 {ij 留 作 习题 . 
设 0 -区 -力也 2 是 任 一 4. 模 正 合 列 ， 这 意味 着 
f 恢 单 4- 模 同 态 且 Imf = Kerg. 要 证 


Hom {mf 


0 一 他 Hom, COM, XX) — 了 or (MM,Y) 


Hom (mM,g) 
— Hom,(nM,2Z) 
是 F-mod 中 的 正人 台 列 ， 即 Hom, OM, 了 单 六 线 星 映射 旦 


ImIHom ld PP = Ker(Hom (9 


设 p E Hom, OM,X), 上 且 Hom taf, hto = 0 由 定义 这 意味 着 
fr 二 0. 但 f 单 ， 肯 w==0. 这 表明 Hom,,(M 了) 单 . 

设 上 € InfHom ad 门 ) 则 有 ww € Hom (MM,X) 使 得 六 = 
fw. 于 是 


Hom,{M, gw) = gw = gp) = (af = 0, 
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Bw Ee KerlHom , (M, 9)). 
友之, 设 上 和 Kerl{lHomy Mg) 则 w& Hom ta 旦 
gw 二 0, 于 是 gw(m) = 0. Ym E A 这 表明 wn) € Kerg = 
Im vm ea7 因子 单 豆 对 于 任 一 和 aE 好 ,存在 叭 一 的 rm € 六 
使 得 wm) = f {zm}. 这 就 得 到 了 4 模 同 态 yj: Mf 二 发， ma ry rm 
使 得 
wm = fm)l, Ym Ee MM. 


坷 此 fs = 二 加, 即 小 & Tin(Hom, fa 六) 从 而 证 得 . 口 


习题 


1. 设计 及 在 十 模 ,是 和 的 杰 理 想 . 则 7 一 二 了 ] zi 
ETmieEid} 有 是 左 生 模 . 

2.， 任 一 弟 4- 烧 均 是 正则 34- 模 的 商 攀 ， 

3， 证 明 左 正则 4- 并 是 单 烧 当 且 仅 当 生 是 可 除 代 数 . 

4 设 ,JM 4-B- 双 权 ,，,N 是 左 4- 模 ,上 , 是 右 BB- 模 . 
络 出 Hom, (4 入 ,as 的 右 BB- 摸 结构 ，Hom, (1 7) 的 十 生 
模 结 构 和 Hom, Er， AT ) 的 左 4- 模 结 构 . 

5. 对 于 右 1- 模 写 出 与 定理 2.9 相应 的 结论 ， 并 证 明 . 

和、 证 明 存 在 五- 代数 同 构 End (nA) 宇 Mn (AP). 

Ll 
7. 设 下 是 左 44- 模 ， 人 = : vy ne. 
Un 
了 是 让 anfdi- 模 且 二 是 学 Mi(.4) 模 当 且 仅 当政 是 羊 和 4 模 . 
8. 设 


0O— ML- N00 (*) 
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是 4-tmod 中 的 序列 . 关子 单 ， 了 了 满 ， ImpCcEKer9 且 dm 工 = 
dm 二 + dimyN, 则 Imy 二 Kerg. 从 而 (*) 是 超 正 合 列 ， 
9 设 好 媳 性 一 4- 模 ， 唱 反 恋 通 子 Hom( 一 , JH) 是 鼎 正 会 
曲子 . 
10.( 短 五 引 理 ) 设 有 由 模 同 态 f,9, 了 ,9 ,UV,tw, 使 得 下 图 
的 上 下 两 行 均 为 短 正 合 列 且 下 图 交接 ， 
0 MOL EN 
i 好 二 4 省 
0 一 0 


著 at 中 任意 两 个 是 同 构 ， 则 第 三 个 也 是 同 构 . 
843 Jordan-Holder 定理 


本 节 要 证 明 有 限 维 代数 的 有 限 维 表 示 中 的 两 条 基本 定理 . 


3.1 设 4 是 有 限 维 天 代数 ， 对 是 有 限 维 4- 模 ， M4 的 子 模 链 
az 一 nn 了 Da D -DID MM=0 

称 为 M 的 一 个 合成 列 ， 如 果 所 有 商 模 Mi;/Miri 均 为 单 4- 模 ， 

0<i<7 一 1 此 时 ，! 称 为 合成 列 的 长 度 ， My/Miri 称 为 合成 因 

子 . 


任 一 模 好 总 有 合成 列 ， 事实 上 , 阁 村 单 ， 则 YS 0 是 合 
成 列 ; 车 4 非 单 ， 则 M 有 极 太 子 模 MH ( 即 不 存在 子 模 站 使 得 
M z 六 z 2 因 dim M < +oo, 故 Mi 总 存在 ). 车 Mi 单 ， 则 
M > M20 是 合成 询 ， 若 Mi 非 单 ， 则 重复 上 述 过 程 . 因 M 有 
限 维 ， 故 最 后 总 得 到 邓 的 一 个 合成 列 . 

车 M/N s 无 则 称 Mf 旦 六 人 备 助 工 的 扩张 . AM 有 合成 列 这 
一 事实 说 明 Mf 可 通过 借助 单 模 的 反复 扩张 得 到 . 
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jz 的 合成 列 一 般 来 说 不 只 一 : 但 下 述 定理 表 明 对 十 任 - - 单 模 
S， MM 的 合成 到 中 与 5 同 构 的 合成 因子 的 个 数 是 不 依赖 于 合成 列 
选取 的 Af 的 内 蕴 基 . 


3.2 定理 (Jordan-T3der) 设 Mf 是 任 一 相模, 是 
A = A DMD D NM =0 


利 
f=NIoOMD...DM=0 
是 M 的 两 个 合成 列 . 则 8s == 并 且 存 在 人 1,…:,s} 的 一 个 置换 7 
使 得 
NN SS MinfhMir, OS<i<s—l, 

证 对 s 用 归纳 法 . 结论 对 单 4- 模 成 立 . 假设 定理 对 十 具有 
长 为 s 一 ] 的 合成 列 的 柳 成 立 . 设 M 具有 长 为 s 的 合成 列 ， 形 如 
题 设 . 

若 ML 二 Ni 风 ho = wo 结论 由 上 归纳 假 语 即 得 . 

设 内 和 关 mN 则 + 天 0. 因 4 是 对 的 极 大 子 模 ， 
故 Mi 十 Ni = 3M. 从 而 有 4- 模 同 构 全 | 理 2.2(ii)) 


NMINNDY  M/M; 
Mi (MD 全 AT) 宕 MN. 
取 定 Mr mi 的 一 个 合成 询 MMM =L3D Ls DDL= 


0. 则 
af DD M2 D:D NM = 0 


A DL D-DD =0 
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均 为 MH 网 合成 列 ， 由 归纳 假设 知 它们 等 价 ， 即 s =, 且 这 两 个 
合成 列 的 合成 因子 之 间 存 在 一 一 对 上 应， 使 得 相对 应 的 合成 因子 同 
构 . 又 因为 

NDoOMND DNM=0 
与 

NDL DDL:=0 
均 为 Ni 的 人 台 成 列 ， 由 轨 纳 假设 知 它 们 等 价 ， 即 s = t, 且 这 两 个 
会 成 列 葛 合成 因子 之 间 看 在 一 一 对 应 . 

现在 考虑 对 的 合成 列 


了 了 


与 
1 站 了 了 aa 了 -了 了 二 用 . 


两 者 的 合成 因子 从 第 三 个 开始 全 部 相同 ， 而 


MA < Ni /bo, 
Mi 宇 MN, 


因此 这 两 个 台 成 列 等 价 . 
由 此 看 出 ， 合 成 列 MM D .DaMe =0 等 价 子 M > 
ML DD Ls =0, 叉 等 价 于 MDMDL2D:.……DL=0, 
从 而 等 价 于 MDNI DDN =0. 口 
注 将 单 模 9 出 现在 对 的 合成 因子 中 的 次 数 记 为 ds,, 因此 
得 到 对 的 维 数 癌 基 (qd。)。. 这 是 模 的 一 个 重要 同 构 不 变量 . 维 数 
向 基 相 同 药 两 个 寞 何 时 间 构 是 代数 表示 论 中 有 趣 的 问题 . 


3.3 定理 设 4 是 有 限 维 代数 . 则 任 一 单 4- 模 9 均 同 构 于 正则 
模 4 的 某 一 合成 因子 . 
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特别 地 ， 仅 有 有 限 个 单 4- 模 的 同 构 类 . 
下 取 左 止 则 4- 模 的 一 个 合成 列 二 一 Afo 下 A _ MA, 
… DAM = (0). 则 有 二 模 的 短 正 合 询 
0 一 全 二 人 4 2 0, 
J A A 一 全 上 一 个 0, 


"rs 


0 一 机 一 Mi» + Ni_af Mil 一 0， 


利用 左 正 合 函 子 Homa( 一 ,S) (参见 习题 2.10), 我 们 得 到 F- 模 正 
合 列 

0 一 HomaftA/NMi, 5S) = Homald, 5S) — Homa(lM,S), 

0 一 Homa 人 an 和 ,3) oo HomalMhi,S) 一 HomatlMs,5), 


0 下 Homa4 人 za 1 个 Homa lMt_2, S) 
一 个 HomalM_1.S). 


因为 Hom, (#4,5) 兰 3 关 0, 由 上 述 正 合 列 可 推出 存在 0 < 
i < t 一 了 使 得 Hom (Mi;/Mi41,5) 关 0. 于是， 由 Schur 引 理 知 
向 衬 Mi Ni,1. 品 


习 题 


1. 利用 Jordar-Hatder 定理 证 明 : 车 王 是 六 党 44- 模 ， 上 是 
任 一 4- 模 ， 且 nM 全 nS5,n 是 正 整 数 ， 则 af 兰 9. 

2. 设 六 是 任 一 4- 横 , 9 是 任 一 单 二 -和 错 , 理 Hom (M5}) 关 0. 
则 号 是 41 的 一 个 合成 因子 . 
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4-1 定义 设 并 是 有 限 维 六 代数， 如果 左 正则 4- 模 .4 是 半 
单 寞 ， 即 ,4 是 其 单子 模 的 直 和 ， 则 称 4 足 半 单 代 数 . 

妆 的 韭 零 下 理想 了 称 鸭 极 小 左 理想 ,如果 了 不 再 真 包 合 4 的 
非 零 左 理想 .由 定义 知 左 正则 4- 模 ,4 的 单子 模 恰 是 4 的 极 小 
左 理想 . 故 4 是 半 单 代数 当日 仅 当 4 是 其 极 小 左 理想 的 直 和 . 由 
2.5 引 理 1 知 4 是 半 单 代数 当 且 仅 当 4 是 其 极 小 左 理想 的 和 . 

例如 ， 可 除 代 数 4 是 半音 代数， 因为 4 本 身 是 4 的 极 小 左 
理想 . 

若 G 是 有 限 群 ， 产 是 特征 不 能 整 陈 |G| 的 域 . 则 由 Maschke 
定理 知 群 代数 FG 上 任 一 左 模 均 是 半 间 模特 别 地 ， 左 正则 FG- 
模 是 半 单 模 ， 于 是 ， 可 以 将 定理 1.5.3 重新 叙述 如 下 : 


4.2 定理 有 限 群 代数 FG 是 半 单 代数 当 且 种 当 charF Gl|. 


4-3 定理 单 代数 是 半 单 代数 . 

证 设 44 是 单 代数 ， 令 A 是 .1 的 所 有 极 小 左 理想 的 和 .只 
要 证 明 A = 4. 为 此 , 设 5 是 和 4 的 任 一 极 小 左 理想 . 对 村 a E 4， 
映射 s 一 sa, Ys EE 5, 是 单 4- 模 $ 到 槛 Sa 的 洲 同 态 ， 因 此 
Sa 二 0 或 者 5a 也 是 单 4- 模 ， 从 而 Sa C 对 .这 表明 Ma CC M， 
即 并 也 是 4 的 右 理想 ， 从 而 是 .4 的 非 零 理想 . 再 由 4 的 单 
性 即 知 NW = .4. 口 


4.4 定理 设 马 是 可 除 天 代数 ， 45 人 (DPI) 是 了 上 nn 阶 全 窍 阵 
代数 ， (2M)? 是 其 芭 人 代数. 则 有 FF- 代数 同 构 (M,(D)?P 佐 
AfntD"P), 其 中 DP 是 五 的 芭 代 数 . 

证 令 r: 04PmDD))o 二 MLDP) 将 D 上 nn 阶 征 阵 拉 进 到 
芒 的 转 置 于 1 则 7 是 线性 上 映射. 设 瑟 =(z 站 和 了 = (gy) 均 
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是 n 阶 矩 阵 . 分 别 用 起 o 了 和 于 * 入 示 (fa 人 DJ) 和 M5(D"?) 
中 的 乘法 . 设 z,y & D. 用 x oy 表示 PDT? 中 的 乘法 则 


(Te Yi 一 (CTY i 一 人 区 当主 


[i 
= (FX) = > ri 
pe 


nn 
一 Ei © i 
二 ] 


二 (XT #Y");, 


= (nr(X)* {YT));y, 


即 z( 半 oF) 二 7 #7 了). 从 而 是 户 代数 同 构 . 口 

(注意 : 车 DD 不 可 换 , 则 在 Mr,(D) 中 (YX)T 未 必 等 于 XT.YTJ) 

下 述 定 理 是 edderburn-Artin 闫 十 尘 单 代 数 结构 的 主要 结 
果 . 

4.5 ”定理 (Wedderburn-Artin) 下 述 命 题 等 价 : 

(和 4 是 半 单 所- 代数 . 

(i) 和 在 一 左 4- 模 均 是 半 单 檬 . 

(ii) 44 同 构 于 可 除 FF- 代数 上 全 短 阵 代数 的 直 积 . 

特别 地 ， 车 FF 是 基数 闭 域 ， .4 同 构 于 严 上 全 矩阵 代数 的 让 
积 . 

(iy} 4 向 构 干 单 代 数 的 直 积 . 

证 (过 (0， 设 和 4 是 半 单 心 数 ，234 是 任 一 左 4 模 . 设 
m,n 是 MF 的 一 组 FF 基 . 则 = Ami 十-… 十 -Amm. 状 碟 
上 映射 天 :壮志 4rn 其 中 六 四 =am Ya E44 则 六 足 堪 了- 模 
满 周 态 ， 即 4m, 是 半 单 模 ,4 的 商 模 ， 故 由 2.5 引 理 2 知 dmi 也 
是 半 单 模 ， 从 而 诗 是 半 单 模 . 
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(说) 全 { 证 ):” 设 任 一 左 4- 模 均 是 半 单 模 、 则 严正 则 模 ,4 是 
半 单 烧 . 故 二 一 251 四 所 mr8 其 中 呈 93 是 ,4 的 互 不 
同 构 的 单子 模 ， 令 ni5i = Li. 则 由 引 理 2.4 和 Schur 引 理 知 
了 om (Lj, Li) nnyHom, (Si, 5)) = 0, tj 
再 由 定理 2.12 知 


End, {Li;) = End, (miSi) 兰 Mn, (Di), 


其 中 D; = End,(5i) 是 fF- 上 可 除 代 数 . 
由 定理 2.9 、 引 理 2.11 和 引 理 4.4, 有 
A (End, (A = End 四 四 也 
兰 (End,(L1) x x End, (Le))P 
(Mn (D1) x 7 x Mr, (De) 
(Mn (DN)®P x -x Ch, (Di))P 
Mn, DT) x i x Mn (DE®). 


因为 D; 是 可 除 代 数 ， 故 D2” 也 是 可 队 代 数 ， 从 而 4 间 构 于 可 除 
代数 上 全 矩阵 代数 的 直 积 . 
[iii) 一 (iv): 显然 , 因为 可 除 代数 上 的 全 和 矩阵 代数 是 单 代数 . 
(iv) 人间: 设 4=4x……x4n 4; 均 为 单 代数 . 注意 到 每 个 
直 积 因子 4; 上 的 横 MW 均 可 自然 地 视 为 4- 模 ; Va = {a1,.……,0n) E 
4, 其 中 ac.4i, 且 


Tm 二 oom, E hs. 


并 且 a4 作为 4i- 模 是 单 模 当 上 且 公 当 它 作为 4- 模 是 单 模 . 由 定理 
4.3 知 每 个 4 均 是 单 4i 模 的 和 有 和 ， 从 而 是 单 4- 模 的 和 ; 而 立正 则 
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了 4d- 各 是 左 4- 模 4, 的 和 ， 因 此 ,4 是 单 4- 模 的 和 ， 即 4 是 半 单 
代数 . 口 


4.6 推论 4 是 单 代数 当 且 仅 当 4 辐 构 二 可 除 代 数 上 的 某 一 全 
短 阵 代数 . 

特别 地 ， 和 若 FF 是 代数 闭 域 ， 则 4 是 单 代数 当日 仅 当 44 同 构 
于 请 上 的 某 一 全 甜 阵 代 数 . 

证 设 冯 是 单 代 数 . 由 定理 43 知 和 4 是 半 单 代数 ,从 而 由 定 
理 4.5 知 A4 宇 AMn, (D1) x-…x Mn (Di), 其 中 DD; 均 为 可 除 代 数 . 因 
为 每 个 直 积 因子 Mn (Di) 均 为 4 的 理想 ,由 4 的 单 性 即 知 t=1. 


口 


4.7 设 4 是 半 单 代数 . 根据 定理 4.5, 任 一 左 4- 模 均 是 半 单 模 ， 
因此 4- 模 的 研究 归结 为 单 4- 横 的 研究 . 我 们 自然 地 希望 知道 4 
有 多少 个 互 不 同 构 的 单 模 以 及 每 个 单 模 的 构造 .二 述 定 理 完 全 回 
答 了 这 个 问题 . 

定理 (i) 设 4= A1x-…x 4 是 半 单 代数 ， 其 中 每 个 4; 均 
为 单 代数 ，5 是 任 一 单 4- 模 . 则 存在 唯一 的 4; 使 得 9 是 单 4i- 
模 且 4;5 = {0}, 呆 关 5 称 4; 为 S 相应 的 单 因 子 . 

从 而 ， 半 单 代数 上 单 模 是 其 某 一 个 单 因 子 上 的 单 模 . 

(ii 设 DD 是 有 限 维 可 除 下 - 代数. 则 4 = 二 Mn(D) 在 辐 构 意义 
下 人 奴 有 一 个 单 模 V; 正则 和 4- 模 同 梅 于 nmY 且 dmaryr = nlD : 天]; 
End 《TY) 宕 五 pp， 

[ii 设 DD 是 有 限 维 可 除 F- 代数 ， 4= Mn(D), iV 是 其 
在 同 构 意义 下 仅 有 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 其 中 pp: 4 一 Endr(Y) 
是 相应 的 代数 同 态 ， 则 

pf4)] ¥ MD). 
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特别 地 ,车 Homafttp VW) 实则 pf4) = Mn. 此 时 dimPF 
= n: 并 有 生存 在 的 一 组 下 基 B 使 得 pla) 在 B 下 的 矩阵 就 是 
pla), Yae 4 

[iv) 设 M,N 均 为 单 代 数 上 的 模 . 则 全 NN 当 生 仅 当 dime 
= dinip N. 

证 (i) 设 ei 是 4; 的 单位 元 ，i 二 1,…,nh. 则 4 有 单位 元 
的 中 心 分 和解 1 = el 十 … 十 en; 即 eyey = 6iyei, 且 ei 均 属于 有 4 的 
中 心 ， 从 而 3 =el5+ :十 en3. 因为 ej 在 4 的 中 心里 ， 故 ejy5 
均 是 左 4- 模 ， 且 s reis vsaE5, 是 5 到 eg3 的 左 4- 模 满 同 
态 ， 由 S$ 的 单 性 即 知 ej3 =0 或 者 所 9 = 3， 

设 ei:S = 3. 则 对 于 任 一 了 了 天 1 ejS 一 efei93) = (eyeijS 二 0. 
于 是 

AiS = (Aci)S = Alei:5) = AS = 5, 


由 ;总 一 (Aej;)}s 一 (4eijfeiS) 一 Atlejesd) 一 0, 7 天 4， 
从 而 S 也 是 单 4;- 模 . 


(ii) 令 
1 
T 一 : Tl TneEDr?. 
让 nn 


因为 D 2 丈 , 故 站 对 于 列 向 量 的 圳 法 和 数 乘 作成 n[D : 列 维 二 - 
向 量 空间 ;A = Maf{D 在 站 上 的 作用 按 和 矩阵 的 蒋 法 法 则 ， 则 了 
作成 左 Mn(D)]- 模 . 注意 ， 个 单位 列 向 量 仅 是 站 的 一 组 D- 基 ， 
但 一 般 来 说 不 调 是 中 的 -- 组 fF- 基 . 因此 ， 对 于 a € A4= jn 
a 作为 站 的 下 -线性 变换 一 般 来 说 不 再 是 a 本 身 (除非 D = 五). 
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设 U 丰 WV 的 韭 寺 子 模 . 取 “= | : 


Ha 


0 0 na 0 OV fa Zz1 
: : : : [站 | : jE 
0 .-.. DD raf! 0D -0 {hh Tn 
0 -0 x 0 .-.. 0 
{( : ]:e “eol 
0D -。 0 Th 性 2 站 


则 五 是 Mn(D) 的 左 理 想 ， 有 日 显而易见 作为 左 Afn(D})- 模 五 举 
让 二 1. 于 是 有 和,(D)- 模 同 愧 


EU, 其 中 某 一 aj 天 0 


则 


AD = .Pl nV. 
设 3 是 任 一 单 4- 模 . 则 
0¥ 5 Homa(ld4,s) ¥ HomalnV, SY ¥ nHoma(V, $): 
内 而 Homat{V,5) 关 0. 由 Schur 引 理 即 知 3 兰 下 . 这 表明 天 是 冯 
的 唯一 单 模 . 


1 


设 FE End, (TT). 注意 到 站 = 4oa，a 可 取 
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| 
令 flm) = | : ; 8;f 是 包间 处 为 1, 其 余 全 为 0 的 n 阶 矩 


Qn 
阵 - 则 由 
， 他 1 
本 好 1 0 
-ore 人 
hn Qn | 
0 
| 
推出 ca = … = 二 on = 二 0. 从 而 对 于 任 一 z= | : EV, 有 
In 
fz) = (eliEl t+ eniTn)o) 
本 1 
0 
一 {e1121 十 …… -十 已 am 全 各) : 
中 


由 兹 可见 ， 了 mal 给 出 了 下- 代数 同 梅 ， End, (VV) 衬 D??. 
ii) 将 上 段 和 证明 中 的 单 4- 模 V 视 为 4 的 不 可 约 F- 表示 ， 
于 是 得 到 代数 映射 5: 4 一 Endr(T) 由 模 aV 的 构造 知 


Kerp fae4leayr =0}=0. 
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因此 
pA AKerp = A = MD). 


设 Homafm PP) 涯 下 因 Homa(tty1) 守 DP 有 DOF,- 帮 D= 
下 4 二 An(F. 从 而 由 和 柳 久 的 构造 知 Pd = an) 旦 对 
任 一 aeEd4diplel 在 下 的 个 单位 列 了 向 其 作成 的 基 下 的 宅 阵 就 是 
pla). 

(iv) 设 M,N 均 是 Mw,(D) 上 的 模 . 则 M,N 均 蚌 半 单 模 . 出 
(条 


Mn 宇 mj "po. 


从 而 若 dim af = dm N, 即 pifrdinl D = mandimypD, 则 mi = 
了 上 从 而 Mf 宇和 六 , 口 


4.8 推论 设 4 衬 41 x…x4n 是 半 单 天- 代数， 其 中 每 个 4 
均 为 单 代数 ， 则 恰 有 ” 个 互 不 同 构 的 单 4- 模 . 

进一步 地 ， 若 Hom, (VT 衬 下, 其 中 VV 是 任 一 单 4- 模 ， 则 
单 4- 模 的 个 数 为 dimF 2(A). 

证 由 推论 4.6 和 定理 4.7(ii) 知 4; 有 唯一 的 单 模 往 , 它们 按 
4 到 = {0]}, j 关 包 的 方式 自然 地 作成 单 4 模 ， 由 此 得 到 4 的 mm 
个 互 不 同 构 的 单 模 、 再 由 定理 4.70) 知 这 是 全 部 的 单 4- 横 . 

注意 到 2 3 兰 2Z04x…xZfda). 由 推论 4.6 和 定理 4.7fi 
知 

A Mn (DY, Di 人 (Ends (VD ™. 


由 假设 知 


Pi 2 (End, (VI) = (End (VD)? oF 
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因 起 


所 
dim, Z(4A) = > dim, 2(.40 


i 二 1 


=: Sdim, zw (F)) 一 着 口 
?二 | 
4.9 完全 类 似 于 定理 4.5 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 右 正 则 模 4 是 
半 单 模 当 且 仅 当 和 4 同 构 二 单 代数 的 直 积 ， 从 而 由 定理 45 知 4， 
是 半 单 模 当 有 晶 仅 当 ,4 足 半 单 模 . 这 说 明 半 单 代 数 足 正 右 “对 称 ” 
的 . 


4.10 ”Wedderburn-Artin 定理 将 半 单 代数 4 归结 为 可 除 代 数 D1， 
-有 和 正 莹 数 n1,… ni 即 有 4 宇 和 (DI) x-… Xx M(tDi). 朋 
然 的 问题 是 Pi 与 n, 是否 由 4 唯一 确定 ?下 述 定理 给 出 了 肯定 
的 回答 ， 从 而 和 将 半 单 五 - 代数 的 分 类 归结 为 有 限 维 可 除 F- 代数 的 
分 类 . 

定理 车 A4 宏 Mn (DD) x -x Mn (DOD) E Mm (El) x .x 
Mn, (Ks), 其 中 D1，…, 天 天 均 是 可 除 天 代数 , 则 上 = s， 
且 存 在 全,…, sl 的 置 挽 使 得 ni = rx) Di 衬 Kx: 

证 设 ei 是 MaifDi 的 单位 元 ,i = 1 所 是 Mm (Rj) 
的 单位 元 ，j 了 二 1,…,s. 则 有 4 的 单位 元 的 中 心 分 解 


1 =el 十 … 十 @ 二 及 十 … 十 到 


因为 ei, fi 均 属 于 四 的 中 心 ， 肢 6i 记 与 一 fi 均 是 Mw (Di) 的 
者 等 元 , 且 efj{ei eif) = (ei 一 ejeifi; 二 0. 于 是 得 至 Mi (Di 
的 单位 元 8; 的 中 心 分 解 a; = ei 广 十 (ei 一 8&1) 从 而 由 定理 1.4 
知 Mas (Di) 有 直 积 分 解 ， 但 MM {D,) 是 单 代数 ， 邦 eify = 0 或 
erfi 二 Ei 类似 地 ， eifi = 0 或 eif; = 方 . 
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因为 ，， = cei 站 + 十 站) 战 存在 fi 使 得 cf 关 0， 从 而 
二 6 让 二 所: 蔡 ? 关 j 则 如 所 = 二 0 这 慎 因 为 e 有 = 记 让 二 了 .这 
表明 对 于 任 i. 存在 嘱 一 的 j. 使 得 ,= fi. 了 业 tf 人 5 

同样 的 计 这 可知 8 过世 从 而 tt=s 上 是 存在 {1.….#} 的 窒 换 
7 使 得 = 刻 从 而 MD 兰 三 实 有 【ro 

余下 雪 证 : 车 A 袜 300DY 宇 M0, DHK 均 为 F- 可 除 
代数 ， 刚 =m HDSAE. 

根据 定理 1.7fij 知 4 兰 n 兰 mh 上 夺 中 下 是 卫 唯 一 的 单 
模 ， 从 而 记 = 和 7 而且 玉宇 (End iD 兰 只 . 口 

最 后 ， 将 本 节 的 铺 果 应 用 王 有 限 属 的 群 代 歼 ， 我 们 车 独得 到 
定理 11.3.2. 


4.11 定理 设 charF | 则 有 限 瑟 代 袁 下 G 的 互 不 同 移 的 单 
寞 个 数 过 s. 其 中 5 是 6G 的 共 红 类 的 个 数 ， 目 若 下 是 G 的 分 裂 
域 ， 则 FG 恰 有 s 个 互 不 同 构 的 单 模 . 

证 由 推论 48& 知 EGG 怡 有 有 王 个 于 不 问 构 的 单 模 ， 其 中 起 
半 单 代数 FG 的 单 因子 的 个 数 ， 因 此 mm < dinmn: OFG), 卫 各 节 赴 
她 的 分 烈 域 ， 则 等 号 成 立 ; 而 由 1.3 例 3 知 dmZ(FOD 恰 是 所 
的 上 暴 轿 闫 的 个 数 . 口 


4.12 设 charF WIG| 月 下 是 的 分 烈 域 ， 则 由 定理 12 ， 汗 理 
4.5 相 定 理 4.7(ii} 知 


FG = MD (EF) x x A (F). 


其 中 s 恰 为 G 的 共 略 燃 的 个 数 ， 今 e 是 af) 的 单位 元 则 得 
到 FG 的 中 心 Z(FGY 的 西 组 基 {e seo) 和 {ces}. 共 中 
c 是 G 的 共 统 类 C, 的 类 和 .这 两 组 大 各 有 优点 ，c1,… ;rs 有明 
显 的 群 论 写 义 ， 而 上 .es 是正 笑 基 ， 即 ee 二,6. 
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J 


[| 民 bls 
Fy bai 1 pos -| 1 ) 
计 


而 半 二 (tiy) SE 相 B= (bij sxs 是 FF 上 的 s 六 阶 矩 阵 . 下 面 的 
命题 给 出 了 .4.B 与 G 的 特征 标 表 的 关系 . 
命题 设 ; = |Ci. 则 


i; ， n, _I 
ti 二 nig b,) = IG Xi 外 ， 


其 中 x; 是 单 因 了 于 47.(E) 上 的 单 模 1 (日 然 地 视 为 FG- 和 模 ) 的 
特征 标 ， 8 是 GC; 中 任 一 元 . 

证 各 JJ 关 天 注意 到 A, (站 在 1% 上 的 作用 为 零 ， 而 ej 在 
UV 上 的 作用 是 恒 等 作用 .因此 


rj, 大 一 天 
Xet := trler) = 1 


从 而 
Xe 让 二 (> oj] = >》 aikXj(ek) = qny; 
二 | 点 一 二 
另 ` 方面， (ci) 二 hixj(9i). 又 因为 char 下 nj { 引 理 11.3.3.A)， 
由 此 即 得 ay = 闪 xj(9i)， 


Gl, sy=1, 


表 由 Areg(9) = | 知 ,大 gg Cr, 则 xreg (erg) 
0， 93 天 1 


=0 在 9 1， € Cr 则 YXregfekg = xreg(1) 二 |GI， 于 是 ， 由 


12¢ 
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Xreg = 2 n;X 即 得 


Xreg(eig; ) 一 xreg (> wa] 
丰 一 1 
号 
二 pb bir Xreg{ergy ) 
上 二 1 
= |Glb,; 
另 一 方面 , 因 e;9;  E Mn (F), Mn (FI =0 , 关税 , 攻 Xleig;") 
= 0 (kz, 而 (ei97 Wi = 97 (el) = gy Vi, Bp xi(eig7 '} = 


xig79. 于 是 
Xreg(e:97 ') 一 neXk(erg) ) 一 TXT ) 一 和 入 他 用 
上 二 1】 
从 而 得 到 bj; = Xi(97"). 
cs} 的 结构 常数 {cijr}, 即 


4.13 考虑 2(FG) 关于 基 {1， 


本 
一 CijikCEk: li7 58, 
此 一 1 


式 表 明 结 构 常 数 可 由 G 的 特征 标 表 确定 
Xly 2 ) 
Ty ， 


命题 Cjk = J > Xr {oxilg 
+ 一 1 | 
证 由 上 述 命题 知 ， 对 于 工 筷 到 让 二 s 有 


一 -于 xi (gr)er 


t+ 二 上 


et 一 > OX Jee 


124 群 与 代数 表示 中 论 


战 和 由 ff 一 dies 知 ] 


hh 
站 人 =》 一 二 


了 
_ > 由 大 ， | te jo rg ) p 
| 了) 


比较 的 系数 即 得 到 所 要 证 的 公式 . [0] 

在 [4.3 中 我 们 已 看 到 特征 标 表 相同 的 黄 个 群 术 必 同 构 ， 但 
和 有 如 下 清 果 
4.14 ”推论 没有 有 限 群 G1， 本 Gr; 的 特征 标 表 相同 刚 Z(G1) 兰 
Z{05). 

证 出 上 Ze 恰 是 所 航 阶 为 上 的 共 弧 美的 个 数 ， 而 共 
粥 类 的 阶 已 包含 在 特征 标 表 中 (参见 洒 题 .3.1). 因此 12Z1G = 
[Z(G 

对 上 2 中 任 一 jE g. 相左 的 类 向 即 为 9g 本身 . 从 而 21G;) 
的 乘法 表册 命题 4.13 中 公式 确定 (此 公式 只 与 GG 的 将 征 多 去 有 
关 ). 于 是 2Z1G0 与 ZI0Ga 1 的 乘法 表 相 同 ， 即 Z(G1) 兰 Z{(13). 口 


(0) | {rr 


习 题 


1， 证 明 壹 数 半 域 上 上 京 搞 代数 的 症 宰 : 妆 是 1 维 的 . 

2， 证明 下 - 代数 是 交接 平 单 代数 当 且 级 当 二 涯 凑 XXX 
五 。 其 中 由, 均 是 三 的 扩 域 . 

3.， 设 瑟 . 玉 均 为 有 队 Abel 群 ， ca IH|. charF XIER|. 
且 玉 是 代数 亲 域 . 则 下 开 与 FR 作为 下 -代数 是 同 构 的 当 且 和 权 当 
| 好 | = 1A|. 
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4 设 4=4x. xd di 均 为 单 代数 ， 1 是 左 A- 宰 ， 
1 = el+…+es 是 相应 的 单位 元 的 中 心 分 解 . 证 明 Af 二 四 ea 
且 cihl 是 去 .4;- 模 . 一 
3， 设 二 二 21a.(D1) Xx Xx An,(D;). 则 正则 4- 模 有 不 可 约 
分 解 
A ns, ps), 


其 中 11,-…,1% 是 金 体 互 不 同 移 的 单 1- 模 ， 使 得 


ann (Ti) = [Las (Dj); 
a 
Endatt?) > DD; 


pr( 也) 兰 Bf, (D,). 


6， 设 A 是 半 学 代数 4 上 的 模 . 则 自 同 志 代 数 End,, (M7) 也 
是 在 单 代数 ， [提示 : 利用 引 理 2.11 名 定理 2.12,] 

7 半 单 代数 的 商 代 数 是 半 单 代数 . | 提示 : 利用 定理 1.5 和 
Wedderburn-Artin 定理 .] 

8， 设 charF 站 |G 县 百 是 后 的 分 裂 域 . 设 上 是 加 中 元 了 
所 骆 前 共生 类 Ci 的 类 和 ，1 是 单 FG- 模 ， 乏 和 是 其 特征 标 ， 则 
在 1 上 的 必用 是 人 悦 说 Pe. 


和 5 代数 与 模 的 Jacobson 根 


在 上 一 节 我 们 已 看 到 ， 半 单 代数 无 论 其 结构 还 是 表示 理论 都 
极其 简洁 优美 . 如 何 度 基 任 一 天- 代数 离 半 单 代数 有 “多 远 "? 起 
样 利用 半 单 代数 去 研究 任 一 代数 ?代数 与 模 的 Jacobson 根 提 供 
了 这 样 的 概念 与 方法 . 
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5.1 设 4 是 任 一 有 限 维 下 - 代数， 工 了 是 4 的 理想 .回顾 
11={D oblaer.be 7). 


则 1J 是 4 的 理想 ,者 存在 正 整 数 ”使 得 I? = {0}), 则 称 了 是 4 
的 占 零 理想 . 类似 地 定义 宽 零 左 { 右 ) 理想 . 

引 理 看 在 4 的 最 大 宪 零 理想 R, 即 五 是 村 和 地 理想 上 且 包含 4 
的 任 一 各 零 理 想 . . 

证 令 玉 是 4 的 所 有 兢 零 理想 之 和 . 因为 4 是 有 上限 维 ， 故 
存在 有 限 个 血 圭 理想 卫 ,-…, lm 使 得 虹 = 卫 十 … 十 Lm. 从 而 只 要 
证 明 两 个 攻守 理想 之 和 仍 是 医 零 理想 . 

事实 上 , 设 加 =0 臣 =0. 则 (十 五 ) 叶 " 是 形 如 xz-…zgrr 
的 元 素 的 有 限 和 ， 注意 到 Tl: gtr 中 至 少 有 oy 个 因子 属于 了 
或 者 至 少 有 7 个 因子 属于 ,从 而 zf Yrr EU 二 即 
五 十 五 也 区 和 零 ， 口 


5.2 定义 4 的 最 大 知 零 理想 称 为 4 的 Jacobson 根 , 记 为 radf4). 
rad(4) 也 是 4 的 最 大 填 零 左 ( 右 ) 理想 . 事实 上 , 帮工 是 4 的 

蜂 零 左 理想 , 刘 LA4 是 4 的 理想 并 有 目 瞪 零 ,从 而 LC LL4 Erad(4)， 
下 述 定理 给 出 了 半 单 代数 的 另 一 刻画 ， 


5.3 定理 设 4 是 有 限 维 店 - 代数. 则 4 是 半 单 代数 当 目 仅 当 
rad{AY = 0. 
证 设 4 是 半 单 代数 . 则 4 = 4 x … x 4n， 44; 均 为 单 代 
数 . 设 0 去 了 是 4 的 任 一 理想 . 则 由 定理 1,8 知 了 是 某 些 4; 的 直 
积 . 从 而 IT 二 IT 关 0. 即 4 无非 零 的 窒 等 理想 ， 从 市 rad(4) = 0. 
反之 ， 设 rad(4d = 0. 向 证 4 半 单 ， 只 要 证 4 的 任 一 极 小 诺 
理想 了 均 有 补 左 理 根 ， 即 ,4 的 任 一 单子 模 了 均 有 补 子 模 ， 
事实 上 , 由 rad(4)=0 知 情 关 0, 故 说 = 了 从 而 存在 yeEI 使 
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得 Iy 关 0. 于 是 Iy = 了 故 存在 0 关 e E 1 使 得 ey 一 y,(e2-e)y =0. 
今 J={aeIlay=0}. 则 J 是 4 的 左 理想 有 JCIJ 1, 战 
J 二 0. 于 是 中 = e, 册 此 即 知 了 = Ae, 从 而 = de 由 4 一 e) 一 
TI 四 4fL -ee 即 工 有 福子 模 .A(1 一 e). 口 


5.4 推论 设 4 是 任 一 有 限 维 F- 代数 ， 则 

上 4/rad(- 是 半 单 代数. 

(说 者 4 并 是 半音 代数 ， 则 raqd (4) EC 了 

证 (让 设 J=radtAjrad(4)). 今 J 了 = 了 Trad(A). 因 .mm =0， 
5 > 1 , 故 Jmceradf4 从 而 了 也 竺 地 ,六 是 ITCEradf4), 即 = 0. 
再 由 定理 5.3 知 4/frad(4) 是 半 单 代数 ， 

(frad(4) + 站 是 A/1 的 竹 专 理想 , 故 (rad(4) + 了 /TC 
radl AjT) = 0, 即 rad(A)} CI. 口 


下 述 定理 表明 任 一 有 限 维 F- 代数 4 上 的 单 模 均 可 视 为 半 单 
代数 47rad(4) 上 的 单 模 . 


5-5 定理 设 4 是 任 一 有 限 维 所 代数 ，S 是 任 一 有 限 维 单 4- 
模 ， 出 

(人 rad(A)S = 0. 从 而 S 是 4/rad(4) 上 的 单 模 . 

特别 地 ， 单 4- 模 的 个 数 等 于 Ajrad(4) 的 单 因 于 的 个 数 . 

(证 设 单 4- 模 有 相应 的 4Arad(4)j 的 单 因 子 是 Mn(D)， 
p: 4 一 BEndr(5) 是 相应 的 代数 同 态 ， 则 


Ad) Ss Ma tl D)- 


特别 地 , 车 Hom at5,5) 室 FF, 种 ptA) = Mi 站 .此 时 dimsS 一 
n; 并 且 存 在 3 的 一 组 FF- 基 8B, 使 得 pta) 在 如 下 的 矩阵 就 是 
pla}y, Ya eA4d. 


128 群 与 代数 老 示 中 论 


证 人 者 radf4)3 天 0 则 radf45 = 5S. 因为 radf4) 是 备 零 
理想 ， 故 有 0 = frad(4))mS = 3 矛盾 1 于 是 rad(4)S =0, 从 而 5 
可 视 为 A/rad(4) 上 的 单 模 

fi 令 A 二 MilDY, 设 p: A 一 Endr(S) 是 单 4- 寞 3 
相应 的 代数 同 态 ， 则 


P= pmin, 
其 中 : 4 一 4frad( 贡 和 Tm: /rad(4) 一 Ai 是 典范 同 态 . 
再 由 定理 4.7[ 征 ) 叶 得 . 口 
由 此 可 以 得 到 下 述 有 用 的 结果 : 


5.6 定理 设 (5,p) 与 (5',p') 是 有 限 维 严 代数 4 上 的 两 个 互 
不 同 构 的 不 可 约 表 示 ， Ya € 4. 则 存在 he 4 使 得 
AD = ple). P(t)=D. 
证 设 才 jrad(4) = Mn (Di) x--- Xx M5,(Do), 其 中 PD; 是 可 
除 fF- 代数 . 令 (im 是 单 因 子 Mi, (Di) 上 的 唯一 单 模 . 则 仿 
是 Afrad(4) 上 的 单 模 ， 相 应 的 代数 同 访 仍 记 为 p;， 因 此 Vz; e 
Afn, Dy), 了 天 i 则 
二 Pi 人 
令 y: 二 -4/rad(4) 是 典范 同 态 ， 则 由 定理 55 人 和 定理 4.7() 
与 fi 知 (Vi, p77), i = is 是 4 的 全 体 互 不 同 构 的 单 模 ， 因 
此 ， 存 在 i 关 j 使 得 (S,p) 兰 (i Pim), (9 P) 兰 (3，PjT， 
设 x = 二 2 十 …: 十 人 其 中 EE MM (Di). 
令 berx-1lzxz). 则 
Pin(b)} = Pp: (zi) 一 piT(a), 
PITIO) = Pi = 0), 
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固 批 pf 六 = Paej， 产 全 三 小 口 


将 此 结果 应 用 干 有 限 群 的 表示 ， 我 们 得 到 定理 开 3.2 的 一 个 
推广 . 


5.7 定理 设 忆 是 有 限 群 如 的 分 裂 域 . 则 Irrr 人 是 cf 人) 的 终 
性 无 关子 集 . 特别 地 ， IrrrG 中 元 非 零 、 互 蜡 . 

证 设 TrrG= {o ,ps pi 的 特征 标记 为 x;. 

令 二 cx = 0, ci € 出 定理 55( 知 pi(FG) = Mi (FP). 
令 exl 是 Mm, (也) 的 ,1) 处 为 1, 其 条 全 为 0 的 什 阵 ， 则 由 定理 
5.6 知 存在 8; € A 二 FG, 使 得 


pilbe) =eal, Pilbi) = 0. 


从 而 
Xi = 1 x = 0. 


由 此 即 推出 ci = 0, 1 <i<s. 口 


注 可 以 用 “charF 由 |G 来 代替 “FF 是 GG 的 分 裂 域 ", 上 述 
结论 仍 成 立 . 参见 定理 10.4. 我 们 指出 ， 上述 结 论 对 于 人 尾 一 域 都 止 
确 . 参见 [ICR2], p.148. 


5.8 引 理 设 radt4)=0. 则 

全 4 的 所 有 极 大 天 理想 之 变 为 要. 

{i 4 的 所 有 极 大 右 理想 之 变 为 地 ， 

(这 )】 4 的 所 有 极 大 理想 之 交 为 委 . 

证 介 令 J 了 是 和 4 的 所 有 极 大 左 理 想 之 交 ， 假设 了 关 0. 因为 
J 了 D>-…, 且 J 的 维 数 有 限 ， 故 必 存 在 上 使 得 J* = 天 ”= 
一 JP? 二 也, 其 中 忆 一 Jt. 因为 rad(A) = 0, 故 无非 
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零 的 宥 零 左 理想 ， 从 而 六 0. 今 
了 二 {I 是 4 的 左 理 想 | TCP PI 关 0. 


网 Pe f2, 即 2 非 空 . 设 IT 是 2 中 一 个 维 数 最 小 的 元 . 取 8E 1, 使 
得 Pb 关 0, 则 PBCICEP, PPD) = P20= Ph¥0, 从 而 PoE #2. 
于 是 出 了 的 选取 知 了 = Pb. 仿 5 一 zb, zeEP. 则 {zzb 二 0, 从 
而 1 一 z 不 可 逆 ，4(1 一 2z) 关 轨 , 上 4(1 一 2) 含 于 4 的 菜 一 极 大 左 
理 粗 工 ,只 而 1 一 EL,1ez++ 工 = LL{ 因 汐 xzE€ PPCJ, 有 即 z 属于 
4 的 任 一 极 大 左 理 想 }. 这 表明 工 = 4, 子 盾 1 这 就 证 明了 了 = 0. 

(ii) 同 理 可 证 . 

(ii 由 定理 5.3 知 4 是 半 单 代数 ,， 即 4= 4 xXx… x An， A 
均 为 单 代 数 . 再 由 定理 1.5 知 4 的 任 一 极 大 理想 具有 形式 Al x 
“Xx 1 Xx .二 1 XX 从 而 所 有 极 大 理想 之 交 为 零 . 口 


5.9 有 44 的 理想 了 称 为 概 正 则 理想 ， 如 果 1 一 z 可逆，Yz ET. 类 
似 地 定 交 拟 正 则 左 ( 右 ) 理想 . 下 述 定理 总 结 了 rad(4) 的 主要 刻 
画 . 

定理 (i radl4) 是 和 4 的 所 有 极 大 理想 之 交 . 

(ij rad(4) 是 4 的 所 有 极 大 左 理 想 之 交 . 

(i rad{44) 是 4 的 所 有 极 大 右 理 想 之 交 . 

(iv】 radf4) 是 4 的 最 大 拟 正 则 理想 . 

(v) rad{A) 是 4 的 最 大 拟 正 则 左 理想 . 

(vi rad(A) 是 4 的 最 大 拟 正 则 右 理想 . 

(vi rad(A) = (ann (5S), 3 取 遍 单 4- 模 . 

证 人 由 鹤 论 5 4 知 rad(Ajrad(4)) = 0. 因此 由 引 理 5.8fiii) 
知 A/rad(A) 的 所 有 极 大 理想 之 交 为 零 、 车 了 是 4 的 任 一 极 大 理 
想 ， 则 工 2 rad(A). (和 否则， 了 十 rad(4) = 4, 于 是 1= :+m” 其 中 
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iET, rerad.l. 因 汶 7 是 输 零 元 ， 故 i = 1 一 r 是 可 道 元 ， 这 与 
1 关 A4 和 相 政 盾 . ) 这 表明 TradiA41 是 4/rad(A) 的 极 大 理想 当 旦 仅 
当 了 是 4 的 极 大 理想 .于 是 


NT radtAd)) = (ND /radt dd) = (0), 


其 中 了 取 遍 4 的 极 大 理想 .这 就 证 明了 站. 

fi 与 《ii 可 类 似 地 证 明 . 

fiv) 因为 rad(.4) 中 尾 一 元 z 均 为 磊 零 元 , 帮 1 一 x 可 道 , 从 而 
rad(4) 是 拟 正则 理想 . 设 T 是 4 的 任 一 拟 正 则 理想 . 若 了 rad(4). 
则 由 (让 可知 7 了 了 是 4 的 某 一 极 大 理想 , 从 而 T+ 了 = 4. 于 是 
1=i+j iET jEJ. 上 故 7 了 = 1 一 i 是 可 逆 元 , 从 而 leE 有 J 了 = 4. 
了 矛盾 ， 这 表明 rad(4) 是 4 的 最 大 拟 正 则 理想 . 

(V) 与 (vi) 同 理 可 证 . 

(vii) 设 5 是 任 一 单 4- 模 . 则 由 定理 5.50) 知 radf4)3 = 0， 
即 rad(4) C ann(3), 从 而 rad{A4) 售 上 [annto)， 其 中 上 5 取 通 单 
相模 . 

上 反之， 设 4E [Jann(S). 考虑 半 单 代数 4A/rad{A4), 因为 4 = 
4/rad(4) 可 分 解 成 单 4- 模 的 直 和 ， 从 而 4a4 是 单 4- 模 的 直 各 . 
于 是 a4 = 0, 特别 地 ，a-:1=5=0, 即 rn € rad(4). 这 就 证 明了 
rad{A) = fann(S). 口 


5.10 定理 设 4 是 有 限 维 开 - 代数 . 则 4 是 单 代数 当 且 仪 当 存 
在 忠实 的 单 4- 模 . 
证 设 和 4 是 单 代数 . 令 4= Mh,(D), D 是 可 除 下- 代数. 则 由 


“eo 


空 1 
定理 4.7(it) 的 证 明知 4 有 唯一 的 单 模 下 = | | : 


Tn 


直接 验证 可 知 ann (VY) = 0. 
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反之 , 车 存在 忠实 的 单 4- 模 5S. 则 由 定理 5.9(vii) 知 rad(A) = 
0, 即 4 是 半 单 代数 . 上 4 = 4 x … x 4。， i 均 为 单 代 数 . 由 
定理 4.7() 知 5S 必 是 某 一 4; 上 的 单 模 ， 且 4j5 = 0, j 关 i. 从 而 
有 A C ann(S), 7 了 关 i, 必用 5 的 忠实 性 知 s=]1; 即 4 是 单 代 数 . 口 


5.11 设 44 是 任 一 有 限 维 FF- 人 代数， 是 左 相模 . 定义 rad(MM) = 
rad(A)AM, 称 为 模 Ar 的 Jacobson 根 . 

根据 定义 ， 左 正则 模 .4 的 根 恰 为 radf4). 下 述 定 理 列 出 了 
模 的 Jacobson 根 的 基本 性 质 . 


5.12 定理 间 md (@ “)- - @ rad(Mi) 
特别 地 ， 若 4 二 4y x .… x Ay, 则 
rad{A}~= rad(dAi}x .Xx rad (As). 
iiy 37 是 半 单 模 当 旦 仅 当 radfar) = 0. 
fii Arradtnf) 是 半 单 筑 . 
(iw) rad(az) 恰 是 模 3 的 所 有 极 大 子 模 之 交 . 
fr {Nakayama 引 理 } 设 ff: 一 NN 是 4- 模 同 态 ， 则 
ftrad(2M)) Erad(w), 从 而 了 诱导 出 4- 模 同 态 
Ff: MiradtM) 一 NiradlN), 
Fn + radtM)) = fm) + radlN), 
且 是 满 射 当 且 仅 当 f 是 满 射 
证 (i) 由 定义 知 
raxl (@ 1) 二 rad{lA) (@ | 
+ 一 】 3 一 了 


C 中 radf 4)2d， 


ii 一 1 


一 中 Tadi fy 五) 。 
1=1 
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学 一 方面 


呈 


rad{ nf) GC rad (@ a ,1<i<s, 


i 二 1] 
从 而 


PD radtMi) = > rad( Mi) C rad (@ m) . 


1 i=1 i=1 
但 ) 设 2 是 半 单 4- 模 ， 由 人 和 定理 5.50) 和 车 rad(A)M =0, 
即 radf(a7) = 0. 
反之 , 若 rad{31) = rad(d)af = 0. 则 邓 可 视 为 半 单 代数 
4fradf4) 上 的 模 . 从 而 MM 是 半 单 4/rad(#4)- 模 ， 进 而 邓 是 半 单 
4 - 械 . 
fii) 由 定义 有 
rad(Af frad(M)) = rad(A). CM frad( Mi)) 
= (radl AYM NN) /radt MN 
一 0, 


再 由 (i) 即 知 Mradfar) 是 半 单 4- 模 . 
(iv 设 NN 是 代 的 任 一 极 大 子 模 . 则 MN 是 单 模 - 从 而 由 
(i) 知 ] 


0=radlAMl/N) = radlA) (MN) = (rad(A}M + NAN, 


即 rad3f) CN, 从 而 radtA7) 包含 上 和 的 所 有 机 大 子 模 的 交 ， 

反之 , 计 m#¥radlafy, 则 0 关 而 €E 闻 = Mradfat). 而 好 是 
半 单 二- 模 , 故 存在 单 4- 模 S 及 模 同 态 f: MM 五 5 使 得 (mm) 关 0， 
从 而 gm 去 0 其 中 oo= Jr: MyS,r:M = MB me Kerg. 
由 于 向 是 单 模 ， 故 Korg 是 A 的 极 大 子 模 ， 从 而 Tr 不 在 ahi 的 所 
有 疏 大 子 模 的 交集 中 . 
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(Y) 由 定义 知 
flrad(MDN) = flrad(A} MY = rad(A} fF 
Crad(lA)N = radlN). 


特别 地 ， 若 了 满 ， 则 f(rad(M)) = rad(N). 此 时 了 显然 是 满 的 . 
友之 ， 设 产 满 . 则 N = Fa + rad(N). 则 f(M) = N, 即 

f 满 ， (和 否则， f(21) 属于 六 的 某 一 极 大 子 模 工 , 而 由 tiv) 知 

rad(N) CE 工 .于 是 六 = 了 (M)+rad(N) EC 工 矛盾 和 口 


悦 


1， 证 明 ， rad(.4/7) = (rad(4) + DD)/I.[ 提 示 : 利用 代数 同 构 


(CAPD radt A + DD Arad(A) T+) 
(AfradtA)) (trad A) + DD) /rad{ A)) 


和 习题 4.7 推出 (4/7)/((rad(A) 十 了 /站 是 半 单 代数 . 从 而 由 推论 
5.4fi) 和 radiAD) Cc (rad(A) + DIT) 

2 村 的 去 { 志 ) 理想 丁 称 为 谱 零 理想 ， 若 中 任 一 元 均 是 徊 
零 元 .证 明 :，rad(A) 是 4 的 最 大 说 堆 理 想 . 

3 证明: rad(.A) 是 4 的 使 担 4 是 半 单 代数 的 唯一 界 替 
{ 氢 正则 ， 谱 堆 ) 理想 工 且 A1T 及 六 党 代数 . 

4， 用 和 (人 表示 域 下 上 于 阶 上 三 衣 埠 阵 作 成 的 代数 ， 求 
radf(T (FY). 

5， 求 rad(F[zx]/{(f (7))). 

6. 设 N, 工 均 为 JU 的 子 模 ， 且 上 十 工 = NGrad0af). 则 
L=M. 

7. 设 g 与 hh 是 有 限 人 群 G 的 两 个 不 同 前 元 ， char 瑟 |G|. 则 
存在 好 的 不 可 约 忆 -表示 0 使 得 p(9) 关 pl 间 . 特别 地 ， 若 9 天 1， 
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则 存在 G 的 不 可 约 F- 表示 使 得 pl 不 是 单位 阵 ， | 提示 : 否 
则 ， 8 一 严 Erad(ECa .| 

8. 设 寻 .六 是 工 的 子 模 且 工 /afLAN 均 为 半 单 模 ， 证 明 
了 (ay 阳 是 站 单 模 . 


86 KKrull-Schmidt-Remak 定理 


设 4 是 任 一 有 限 锥 代数 ， MM 是 任 一 有 限 维 4- 模 . 

回顾 47 称 为 可 分 解 的 , 恕 果 存 在 M 的 两 个 非 零 的 子 模 ng , M3 
使 得 = Mi dan; 否则 ， 称 M 是 不 可 分 解 模 ， 因 此 ， 车 af 不 
可 分 解 且 Mf = Mi 旬 Ma, 必 推出 A = {0} 或 M2 = {0}. 


6.1 命题 设 4 是 任 一 有 限 维 代 数 ，MY 是 任 一 有 限 维 4- 模 . 
网 1 必 可 分 解 成 不 可 分 解 4- 模 的 直 和 . 

证 车 于 不 可 分 解 ， 则 结论 自然 正确 . 

若 A 可 分 解 ， 则 有 村 = 8 向 有 0} Nf 关 10}. 故 
dimn af < dim AL，dim Ms < dim MM. 因此 由 妇 纳 法 知 M1, Ma 
均 可 分 解 为 不 可 分 解 柳 的 直 和 和， 从 而 证 得 . 口 


对 于 半 单 代数 ， 不 可 分 解 模 就 是 不 可 约 模 ， 从 而 在 半 单 代数 
的 表示 论 中 只 需要 研究 不 可 约 机 . 而 对 子 非 半 单 代 数 ， 存 在 不 可 
分 解 的 可 约 模 ， 因 此 仅 研 究 不 可 约 模 是 远 远 不 和 能 的， 于 是 在 研究 
非 半 单 代数 的 表示 中 ， 首 要 的 问题 就 是 一 个 模 分 解 成 不 可 分 解 模 
的 直 和 是 不 是 唯一 的 ?下 述 定 理 给 出 了 肯定 的 回答 ， 它 是 代数 表 
示 论 中 最 基本 的 定理 之 一 . 


6.2 ”定理 {Kmll-Schmidt-Remak) 设 4 是 有 限 维 代数 ，MM 是 任 


136 群 与 代数 表示 引 论 


一 有 限 维 4 模 . 设 


A 二 Mi 全 ND: Nn, 


其 中 Mi 均 为 非 圭 的 不 可 分 解 4 模 ，1<i<n1<j<m. 
则 m= nm, 且 和 存在 位 ,…-,n} 的 -- 个 置 找 使 得 


NN 全 Mi 1l<i<n. 
为 了 证 明 这 一 基本 定理 ， 需 要 做 若干 准备. 


6.3 FFitting 引 理 设 4 是 有 限 维 代数 ，JM 是 不 可 分 解 4- 模 ， 
FE End, (MD). 则 子 或 者 是 好 的 月 同 梅 ， 或 彰 攻 零 ， 

证 设 f 不 是 同 构 . 因 M 有 限 维 ， 故 了 既 非 单 , 也 非 满 考 
虑 A 的 子 模 序 列 


MM = mf DImf Dnf: 2.: 


{0 = Kerf? C Kerf C Kerf? CGC.., 
因 dimjp < +so, 故 必 存 在 mn>0 和 wm 之 0 使 得 
nf = mmf! 一， 
Kerf”™ = Kerf "t+! ~ 
取 s= max{n,m}. 因 了 非 满 ， 故 s>0. 下 证 
MM= hnf’ $ Kerf’. 


事实 上 ， wz € A f(z) € Imf* = Imf*”, 从 而 存在 ye MM 
使 得 
f(r) = f° (vy), 
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癌 一 了 (Vy) E Kerfs 即 = 产后 十 他 一 Fi 这 就 证 明了 
if = Imf’ + Kerf’. 苦 w ElImfNn EKerfs, 则 z= f(y), 于 是 
0= f(r) = By € Kerf? = Kerfs, 从 而 = f(y) = 0. 
于 是 Im 六 中 Kerf’* = {0}. 

因 f 非 单 ， 故 Kerf* 关 0. 又 因 MM 不 可 分 解 ， 故 必 有 Tnf* 一 
{0}, 即 了 是 帘 零 的 . 口 


6.4 定义 设 4 是 有 限 维 代 数 . 4 称 为 局 朗 代数 ,如果 4 的 所 
有 不 可 道 元 的 集合 是 4 的 理想 . 

命题 下 述 俞 题 等 价 : 

全 和 4 是 局 部 代数 . 

[ii) 4 有 唯一 的 极 太 左 理 想 . 

Gi 4 有 唯一 的 极 大 右 理想 . 

fiii rad(4) 一 {ae A4|& 不 可 道 } 

(iy) 4/rad(A) 是 可 除 代数 ， 

证 站 全 (六 此 时 由 定义 知 {a e 4 |a 不 可 道 } 就 是 4 的 
唯一 极 大 天 理想 . 

(i) 之 【iii: 车 & 不 可 道 ， 则 .4a 是 4 的 让 理想 且 Aa 和 4. 
因此 2a 含 于 4 的 唯一 极 大 左 理 想 之 中 .而 rad(d) 是 4 的 所 有 
极 大 左 理想 之 交 (定理 59), 故 4acCrad(4), 特别 型 ，a € rad(A); 
反之 , 车 4 € rad{4), 则 a 党 零 ， 故 a 不可逆 由 此 即 证 得 (iii). 

[ii 一 Gv)， 设 0 半 xEAjrad(d). 设 ae 4 使 得 a&= x 则 
Ga& radf4). 故 由 题 设 知 & 可 道 ， 从 而 z> = 二 5 可 道 . 

lv) 过 和 j: 设 a € 4 不可逆 则 a E rad(-). {次 则 ，0 
a € 4d/rad{A41}， 故 由 题 设 五 可逆， 即 有 bE 4 使 得 友 = 1 其 
1 一 abe rad(4). 从 而 1 一 ob 军 空 .这 推出 1 一 {1 一 a8) 可 首 ， 即 ab 
可 逆 ， 从 而 a 可 道 . ) 于 是 4 中 不 可 逆 元 的 集合 怡 为 理想 rad(4). 
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同 理 可 证 Gi) 全 《ii 全 【 进 )， 口 


6.5 ”定理 设 4 是 有 限 维 代数 ， Mi 是 任 一 有 限 维 4- 模 ， 则 下 
述 命题 等 价 ， 

G) 3M 不 可 分 解 

Gi) End, (M) 仅 有 两 个 平凡 的 短 等 元 即 0 和 和 1. 

(ii) End, (M) 是 局 部 代数 . 

证 全 全 (Gi); 肥 2.10 推论 1. 

(人) 二 (ii): 令 


T= {f € End, (MD) | Ff 不 可 递 }. 


则 由 Fitting 引 理 知 了 中 任 一 元 均 医 入 ， 因 此 , 若 FET 9E 
End, (MD), 则 fg 与 9f 均 不 可 逆 ， 剩 下 只 要 证 了 对 于 加 法 封闭 . 

设 记 记 ET 大钱 二 fp 了 则 天 二 + 和 2 有 北 元 h， 因 此 
hh+foh=1. 担 fheT, 故 fih 三 零 ， 从 而 foh 二 1 hh 可 
道 . 这 与 fph E 了 不合. 

fiii 一 1: 根 设 存在 ee End fi et: 二 e, e 关 0,1. 因为 
1 = e 十 (1 一 e), 由 局 部 代数 的 定义 知 e 与 1 一 e 中 必 有 一 个 可 道 ， 
这 与 e(1 一 ej 一 e 一 ee 二 0 不合 . 口 
6.6 引 理 设 M,N 均 为 4 模 旦 六 不 可 分 解 ， 好 和 关 {10} 若 
jj: MN 可 yg: NMM 均 为 4- 模 同 态 且 gfF 是 好 的 目 同 
构 ， 则 了 与 9 均 为 模 同 构 . 

证 令 上 是 gf 的 道 . 则 kgf 二 1%. 令 i=k9: NM. 则 
if 二 lw. 令 ce 二 i:NN. 则 


c= ffl= fi t= fi=e. 


因 六 不 可 分 解 , 故 e= lv 或 e=0. 但 e=0 是 不 可 能 的 ， 否则 
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ly = 1 = =ief =0, 与 MM 关 10} 不合 .于 是 天 =e= 工 ， 
从 而 f 是 同 构 ，9 = 三 -” 也 是 同 构 . 口 


6.7 ”定理 6.2 的 证 明 对 于 用 归纳 法， 当 n= 工时， 结论 显然 
成 立 . 不 妨 假 设 = 4 四: 机 An 一 各 设 半 > 工人 让 
是 夺 到 MM 上 的 投影 帅 射 ，f; 是 Mf 到 ;上 的 投影 映射 . 则 ea 广 
均 光 Ene, (37n 中 的 寡 等 元 ， 1 二 6 十 -二 en 二 由 十 …' 十 fm: 


hjy= fye, k=efy, ll<y<m. 


则 有 


> ,bh = el 万 万 ca = Sefiel 
J=1 i=1 


3 一 上 


一 《1 二 5 El = el. 
J 三 1 


将 hj 限制 在 M1 上 ， 则 得 M1 到 Mi 的 模 同 态 ， 记 为 (Kf) 
而 el 限制 在 M4 上 则 是 End (M1) 中 的 单位 元 1 于 是 有 


La = 2 (kh). 
J=1 


由 定理 6.5 知 End, (2311) 是 局 部 代数 ， 故 存在 了 使 得 (kjhj) 是 
End, (M1) 中 的 可 道 元 ， 

令 忆 是 局 在 和 上 的 限制 . 则 怖 : Mi 二 Ny. 令 凡 是 名 
在 N; 上 的 限制 . 则 太一 nd， 显然 有 


Kh’ 一 (天 


出 引 理 6.6 知 开 和 大 均 为 4- 模 同 构 ， 从 而 Nj 兰 Wi. 


140 群 与 代数 表示 引 论 
我 们 电 言 
Mf = MN BP (hi 十 --: 十 Mn ). 
设 TE NN (AS+-… 十 A 则 eltx) = 0. 因 浊 
0= (7) = efitz) = k(x) = B(). 


从 而 z=0, 即 NN {A++ MM,) = {0}, 
设 工 EN 名 (A 十 一 十 Mn)， 则 x,ez(z),-…,en(x) 均 是 
Ni 人 (Ma + 十 于 n)】 中 元 ， 从 而 


eT) = eT) onT) EN OM + -+ Mn). 
从 而 
Nj 3 CAT 十 本 十 Mf ) 也 elf AN 让 一 erfitN,) 二 Rr,) 一 Mf 


这 就 证 明 Mf = Nj 四 (Mz 二: 二 Mnl. 
六 是 得 到 MN 的 分 解 


RAT = 吓人 M 
NB N $B Nit BB Nn. 


从 而 由 归纳 法 即 知 定理 成 江 . 品 
习 题 


1.， 设 4 是 由 罕 堆 元 生成 的 独生子 代数 ， 则 如 是 局 部 代数 . 
2. 设 五 是 域 ， 且 


过 一 1 本 站 三 | is 一 各 ,站 二 上 ,入 Cj = 0, i> i}. 


则 和 4 是 遇 部 代数 ， 
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3. 证 明 4 是 局 部 代数 当 且 仅 当 堪 正 则 4- 模 ,4 不 可 分 解 . 
[提示 ; 利用 定理 6.5.] 

4. (楼 棋 零 理想 地 提升 医 竺 元) 设 了 二 有 限 维 代 数 凡 的 项 堆 
理 艳 ， 芋 后 于 三 Enodlrf 即 下 一 芋 二 是 妈 亲 的 车 革 元 )， 则 存 
在 .了 的 蛙 车 元 e. 使 得 吾 二 E. [ 担 示 : 今 让 一 42 一 Ti 了 一 让 十 7 一 2ur. 
证 明 三 wm0d 让, 让 三 vmod 73)， 对 vw 施行 同样 的 办 法 ， 得 各 
元 素 山 使得 可 三 wmod 让), 呈 去 tmodT1). 克 续 这 一 过 程 ， 并 
利用 了 的 桔 堆 性 .] 


$7 投射 寞 、 内 射 模 、 Frobenius 代数 


在 非 半 单 代数 的 表示 中 ， 和 投射 模 与 内 射 模 是 两 类 重要 的 寞 . 
以 下 总 庶 4 是 有 限 维 FF- 代数 ， 二 模 是 指 有 限 维 4- 横 . 
7,1 和 模 书 称 为 投射 模 ， 如 果 对 斑 任 一 满 同 态 p: Af 一 和 
任 一 模 同 态 了 : P 一 N, 均 存 在 寞 同 态 9 : PP 一 I 使 得 f= py. 
这 时 称 了 可 提升 到 g. 用 区 换 图 来 表达 即 为 
Pp 
ge 二. 


A i NN 
换言之 , 卫 称 为 投射 柳 当 且 仅 当 对 扩 任 一 正 合 列 和 一 ; NN 一 ; 0, 


Hom , [PP, np 
— Hom,{(PN) 一 人 0 


Hom , (PP, M) 


也 是 F-mod 中 的 正 合 列 . 
因为 Hom ,( 己 -ji 是 -mod 到 Fimod 的 左 正 合 函 子 (命题 
2.18), 我 们 立即 得 到 
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命题 异己 是 投射 模 当 且 仅 当 Hom, {PP 一 ) 是 正 合 通 子 . 
例 回顾 模 和 称 为 秩 关 的 日 由 模 ， 如 采 存 在 计 的 一 组 无- 
基 mr,…… ,ma 使 得 A 中 任 一 元 mm 均 可 唯一 地 写成 


TY 一 站 1 十 … -二 在 何人 于 近 近 天 


或 等 价 地 ， Mf 兰 nd. 

显然 ， 自 由 模 A 是 投射 模 . 事实 上， 对 子 任 一 满 同 态 p : 
全 二 和 模 同 态 了 : MM 一 了 因 pp 满 ， 故 存在 zi & 蔷 使 得 
pre) 二 flim,1<i<n. 今 y: 村 一 广 是 如 下 榄 同 态 ; 


yom + + anmn) = dT1 二 二 nin. 
则 有 f = pg 
7.2 A-mod 中 的 短 正 合 列 
0— ML N10 (+] 


称 为 可 发 短 正 合 列 ， 如 果 存 在 模 同 态 产 : 工 一 好 使 得 随 F=1- 
引 理 设 (*) 是 短 正 合 列 ， 则 下 述 命题 等 价 : 
() (*) 是 可 裂 短 正 合 列 . 
(i) Imf = Kerg 是 工 的 直 和 项 . 
fiii) 存在 模 同 态 9 : 太一 工 使 得 99 = 1 
fiv) 存在 异同 态 产 : 工 一 允 和 9: 六 一 工 使 得 


ff +gg=1,. 
证 位 二 (六: 设 扩 :上 一 M 使 得 ff = 1%. 我 们 断言 


L=Imf Kerf.. 
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事实 上 ， wz EL, r= fflr)+(tr- fritr)), 且 了 Pei eImf, x 
FF (zy E Kerf'; 又 直接 可 验证 In mn Kerf' = 1{0). 
(让 一 (iii): 设 工 = Jr 和 则 8) = g(N'") = NN. 直接 验 
证 g 在 N’' 上 的 限制 是 到 六 的 模 同 构 .， 故 存 在 9 : N 忆 入 
使 得 go 二 1、- 将 gf 视 为 N 到 工 的 模 同 态 即 证 得 . 
fiii) 全 《im 类 似 于 名 三 (DD 的 证 明 ， 我 们 有 
L= Kerg 出 Img. 
因 Kerg = Imf, 隔音 战 : MI 一 Kerg 屋 模 同 构 ， 从 而 有 
后 : Kerg 一 讶 使 得 "f=1,, ff"= 1 ， 令 六 是 互 到 开 erg 
的 投影 与 f" 的 合成 ， 则 产 f = 1 且 
1 一 +99 
事实 上 , 设 = x 十 x2, 其 中 了 ra E Kerg, za E Img', 令 x2 二 9 (75). 
出 
(ff + or) = f(r) + 9 9() 
= ff (1) + 9 g(x2) 
= £1 + 999 (72) 
= x1 + 9 (22) 
一 了 宁 1 十 了? 


二 站- 
[iv 后 设 有 1 = ff 十 9'9. 则 
f=1.f={ff +oni 
= fff+ogf 
= 了 三 了 
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但 了 单 ， 故 产 F = lw- 口 
推论 若 (可 裂 ， 则 工 兰 时 再 六 . 
证 由 引 理 7.2(i) 知 工 = Kerg 和 nm 而 g: 工 一 N 满 ， 
故 NN 守 L/Kerg 宇 N'. 口 


下 述 定 理 给 出 了 投射 模 的 基本 刻画 . 


7.3 ”定理 下 述 命题 等 价 ; 
(i 己 是 投射 模 . 
Gi) 任 一 短 正 合 列 0 > 对 思 N 了 P 一 3 0 是 可 裂 
短 正 合 列 . 
(ii) PP 是 和 白 由 模 的 直 和 项 ， 即 存在 自由 模 玉 和 模 P' 使 得 
厂 宕 三 出 五， 


证 利之 全: 根据 定义 ， 对 于 1。: 三 一 一 存在 模 同 态 
9 :已 一 六 .使 得 1。=99 由 引 理 7.2 知 纵 定 的 短 正 合 列 可 裂 . 

(六 ) 之 (十 ): 因为 任 一 模 均 为 自由 模 的 同 态 像 ， 故 有 满 同 态 
x: WP 其 中 玉 是 自由 模 ， 从 而 有 过 正 合 列 


0 一》 EKerm 一 人 WW —» PP -—— 0. 


由 题 设 知 这 是 可 和 裂 正 侣 列 ， 故 由 上 述 推论 知己 是 厂 的 直 和 项 . 
(ii 之 0): 设 有 满 同 态 p: 三 一生 和 模 辣 态 产 : 己 一 工 .天 
WW 宇 PBP', 故 得 到 h': WY 了, 其 中 是 人 钱 到 了 上 的 投影 与 
h 的 合成 ， 因 自由 和 模 W 是 投射 模 ， 故 存在 模 同 访 大 : 琴 一 所 使 
得 pk 二 Rh. 和 将 天 限制 在 产 上 即 得 到 站 : 已 全 天 满足 pr = 二 .由 
定 尽 知己 是 投射 模 . 口 


推论 若 六 一 三 是 满 同 态 ， 且 已 是 机 射 模 则 忆 是 NN 的 
丰 和 项 . 
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上 述 (i) 全 全 事实 上 证 了 明了, 车 记名 妃 是 投射 权 ， 则 已 
与 己 均 为 投射 模 ; 反之 也 对 { 留 作 习题 ). 于 是 我 们 有 


7.4 .命题 户外- 全 PF 是 投射 模 当 且 仪 当 每 个 RR 均 为 投射 模 


7.5 命题 设 忆 写 旬 均 为 投射 机 则 PP 与 同 构 当 且 仪 当 半 
单 模 Pjrad( 中 ) 与 半 单 模 Qjrad(8) 同 构 . 
证 着 f: P 一 ? @ 是 模 同 构 ， 则 


firad(P)) = flradt A1P) = radCAYFP) 
= rad{ 4)Q = rad(Q), 


从 而 了: Pfrad{P) 一 @jrad(@) 也 是 同 构 ， 其 中 


flp + radlP)) = fp) + rad{ty). 


反之 , 设 p: Plrad(P) 一 + Qjrad(0) 是 同 构 . 信 ro :8 一 
Qj/rad(Q@) 是 典范 满 同 态 . 因 P 为 投射 模 ,， 故 已 一 ; Pjrad(P) 和 
Q/rad(Q) 可 提升 为 模 同 态 ff: P 一 Q@, 使 得 x,f = wrp. 显 
然 5 就 是 f 诱导 时 的 模 同 态 1 : Pjrad{P) 一 》Q@/rad(@). 故 由 
Nakayama 引 理 (定理 5.12(v)) 知 f 是 满 射 。 同 理 得 到 久 到 成 的 
满 同 态 .， 比较 维 数 即 知 P 衬 多 . 品 


下 述 定理 是 有 限 维 代 数 上 不 可 分 解 投射 异 的 主要 刻画 ， 它 早 
给 出 了 不 可 分 解 投射 模 与 正则 4- 模 的 关系 ， 又 描述 了 不 可 分 解 
投射 模 与 单 模 的 一 一 对 应 关系 . 


7.6 ”定理 (i) 任 一 不 可 分 解 投 射 模 已 均 有 了 唯一 的 极 大 子 横 、 从 
而 rad{P) 是 P 的 唯一 极 大 子 模 . 

(i 设 且 ,-…, 号 是 正则 模 ,44 的 全 部 两 两 互 不 同 构 的 不 可 
分 解 直 和 项 ， 则 五 ……, 书 恰 为 全 部 的 两 两 互 不 同 构 的 不 可 分 解 
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投射 模 . 

(ii) 设 P 是 所 有 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投 射 模 的 集合 ，S 是 
所 有 互 不 同 构 的 单 模 的 集合 . 则 P 一 > Phprad(P) 是 P 到 8 的 

证 断言 1 对 于 任 一 瑟 , 存在 4 的 才 等 元 ea 使 得 PP = Aei. 

因 玉 是 ,4 的 直 和 项 , 故 有 .4= 瑟瑟 证 设 1=ei+e 其 
中 e; EP, ce EM. 则 A = Aei 十 Aei,; 但 Ae, CP, Aei CWi, 故 
Aei =P. 国 ei =eilei +e!) = et + ee!, ef EP,eiel € 全, 点 由 丰 
和 性 即 推出 ei 二 3. 

断言 2 radleiAei) = erad(lA)e. 

事实 上 ， eiradidi)e; 是 eiAde; 的 展 委 理想 ， 战 eiradf4jei CC 
radfeide. 今 半 二 Afrad(d), 6 二 51 十 rad([A)e 4. 因 4 是 半 
单 代数 ， 故 46; 是 半 单 4 模 . 从 而 End 0465,) 全 646i 也 是 半 单 
代数 (习题 4.0), 于 是 ei Aei/eirad(A)e; 宕 已 465i 是 半 单 代数 ， 从 而 
rad(erAe;) C esrad(A)e; {推论 5.4(ii)). 这 就 证 明了 上 上述 断 言 . 

断言 3 rad(Pi) = rad(4e;) 是 PB = Aei 的 唯一 极 大 子 模 . 

国情 = 4ei 不 可 分 解 , 故 End, [dei) 全 eiAe; 是 局 部 代数 ( 定 
理 6.5). 从 而 ei4eirrad(ei4ei] 是 可 除 代数 (命题 6.4), 于 是 由 断言 
2 知 6 AE; seideireradf4iei = eAde;/rad(erdei) 是 可 除 代 数 ， 而 
End; (A6:) 兰 54ai 是 可 除 代 数 意味 着 4ei 不 可 分 解 (定理 6.5). 
但 4gi 是 半 单 不 模 , 故 4 是 单 4 模 , 从 而 4ei 是 单 4- 模 . 而 


4eipradf4dei) = deifradf4jei 宕 所 5i， 


故 radf4ei) 是 Ae, 的 极 大 子 模 . 另 一 方面 ，radl4ei) 是 4ei 的 所 
有 极 大 子 寞 之 交 (定理 5.12(iv)), 故 rad(.4ei) 是 4ei 的 唯一 极 大 子 
模 . 
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所 言 4 设 SS 是 单 4- 模 则 存在 忆 使 得 
5 Pjrad(P). 


因 0 关 5S 衬 Hom, (4,3), 占 存 在 PP 使 Hom PS) 天 人 
设 了 : 互 一 9 是 非 堆 模 同 态 . 因 5 单 ， 故 f 是 满 同 态 ， 
且 Ker 是 乒 的 极 大 子 慌 .由 断言 3 知 Kerf = rad{( 瑟 ), 从 市 


SP/Kerf = PDP /radlPi. 


断言 5 若 i 关 7 划 Pjrad(P) ¥ Pfrad(P;). 

否则 ， 因 请 ，P; 是 投射 模 ， 由 命题 7.5 知 Pi 宇 Pj;, 这 与 Pi 的 
选择 不 合 . 

断言 6 设 己 是 任 一 不 可 分 解 投射 模 ， 则 已 同 构 于 某 一 PP- 

因 Pjrad(lP) 是 半 单 模 ， 帮 有 


1 
PArad(P) = PD ais 
这 1 


lke 


其 中 6; 均 为 单 4 模 且 5S; 关 5), i 关 j， 由 断言 4 知 5 
PiradlP:). | ， 
令 8= 由 mR- 则 rad(@) = 四 mrad(P). 故 有 


t 1 
Qf/rad(0) = PB niP/rad PP) = PB rs: = Prrad(P). 
+ 二 1 i 二 ] 
由 命题 7.5 知己 兰 久 . 但 PP 不 可 分 解 ， 故 卫 同 构 于 茶 一 PP: 
综合 断言 3 、 断 言 4 、 断 言 5 和 断言 6, 定理 获 证 . OD 
7.7 设 放 是 和 模 . 投射 模 P 卫 称 为 M1 的 投射 盖 ， 如 果 存 在 满 同 
态 f: P -MM 使 得 Kerf C rad(P). 
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定理 外 任 一 模 MM 均 有 唯一 的 投射 六 (在 同 构 意义 下 ), 记 
为 P(M). 

(i) PP 是 MY 的 投射 盖 当 有 昌 仅 当 存 在 满 同 态 f: PP 一 M 使 得 
f 诱导 的 同 态 了 Pjrad(P) 一 MM/rad(M) 是 同 构 . 

(i 设 9g: 电 二 MM 是 满 同 态 ， 且 @ 是 投射 檬 . 则 外 兰 
P(M) @@'. 因此 ， a 的 投射 头 PP 是 使 得 P 一 五 0 正 合 的 最 
小 投射 模 . 

证 因 Mj/rad(M) 是 单 4- 模 的 直 和 ， 因 此 由 定理 7.6 知 存 
在 投射 模 P 使 得 Pjrad(P) 兰 MA/rad(M). 由 P 的 投射 性 知 存 在 
f: PM 使 得 了 诱导 的 同 态 f 就 是 yp. 由 Nakayama 引 理 ( 定 
理 5.12(V)) 知 满 ， 且 Kerf Crad(n), 即 M 有 投射 盖 . 

设 P 是 MM 的 投射 盖 ， 即 有 满 同 态 了 了 : P 汪 M 使 得 Kerf Cc 
rad(P). 从 而 f 诱导 出 满 同 态 f: Pjrad(P) 一 Mj/rad(M). 又 
因 Kerf G rad(PP), 故 牛 单 ， 从 而 f 是 间 构 .因此 由 命题 7.5 知 投 
射 盖 是 唯一 的 . 

若 满 同 态 j : P -+ M 诱导 出 的 模 同 态 ff : Pj/rad(P) 一 
Mjrad(M) 是 同 构 ， 则 Kerf C rad(P), 即 P 了 是 MM 的 投射 盖 ， 这 
就 证 明了 种 和 (说). 

{iiij 设 g: 久 一 胡 是 满 同 态 ，@ 是 投射 模 . 设 ; PLM) 一 
MM 是 满 同 态 且 Kerf C radP(LM)， 由 @ 的 投射 性 知 存 在 模 同 态 
Pp; @ 一 PUM) 使 得 y= fw. 因 9 满 , 故 5: QB/rad(Q) 一 
Mjrad(M) 满 ， 而 由 (说 知 POM) /radPCM) 衬 Mrad0a, 故 
六 人 @/rad(@) 一 PUMD/radP(M) 满 从 而 满 (Nakayama 引 
理 ), 故 PLM) 是 @ 的 直 和 项 . 口 


7.8 推论 (POD 宇 POMD, 其 中 MM = MradtM). 
(i) PAM BM) PM) BPIN). 
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证 人 由 定理 7.71) 知 


PIM)/rad PM)  M /radlM) = M /rad(M) 
PIM /rad PMA. 


从 而 由 命题 75 知 PM) 宇 P(ND. 

(说 设 f:; PM) 一 村 和 gg: PN 一 N 是 满 同 
态 且 Kerf S radP(M)，Kerg C radP(N]. 则 有 满 同 态 了 @ 9 : 
PIM)}GBPINY —— MEBN,H 


Ker(f @ 9) = Kerf B Kerg C rad P(AM) B radP(N) 
= Tad( PM) EB PINY), 


故 PCM) PON) 是 MN 的 投射 盖 . 口 
下 面 要 研究 的 另 一 特殊 的 横 类 是 内 射 模 , 它 是 投射 模 的 对 偶 ， 


7.9 定义 省 模 了 称 为 内 射 模 , 如 果 对 于 任 一 单 同 态 ;: M 一 六 
和 任 一 模 同 态 了 : M 一 了 均 存 在 模 同 态 g; 一 了 工 使 得 了 = gi. 
此 时 称 9 为 f 的 拓展 ， 用 交换 图 表达 就 是 
M 一 N 
了 ws 
了 
命题 模 了 是 内 射 模 当 且 仅 当 Hom, (一 ,了 是 正 合 函 子 . 


将 定理 7.3 的 证 明 对 偶 化 ， 即 可 得 到 | 


7.10 定理 下 述 命题 等 价 : 
{i) 工 是 内 射 模 . 
六 任 一 正 合 列 0 一 了 一 N 一 2 机 一 ?0 是 可 裂 正 合 列 ， 
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[ii 设 i: 1 二 是 任 一 单 同 态 ， 则 了 是 NN 的 一 个 直 和 和 项. 


7.11 定理 (Baer 判别 法 ) 左 模 了 上 是 内 射 模 当 且 仅 当 任 一 模 同 态 

工 一 * 了 能 拓展 成 4 到 了 的 模 同 态 ， 其 中 工 是 4 的 任 一 左 理想 . 
设 i: 对 一 六 是 任 一 单 同 态 ， 了 : M 一 了 是 任 一 模 同 态 . 

要 证 f 能 被 拓展 成 N 到 本 的 模 同 态 ， 将 好 视 为 六 的 子 模 . 令 


= {NN)|MCN' CN, 9: N' 7 是 模 同 态 上 gl = 了 
风 (fF, MM € 如 . 定义 遇 中 的 偏 序 > 如 下 : 
(g1, NT] 之 (92, N3) + MN 2 Ws, va 二 2- 


因 六 为 有 限 维 ， 中 必 存 在 一 个 关于 此 冯 的 极 大 元 (g, N"). 我 
们 渐 言 N' = 入, 从 而 充分 性 歼 证 ， 
理 则 ， 存 在 ze AN:z& ,从 而 4r+ 是 NN 的 真 包 含 N' 
的 子 模 . 令 
L={s€A|sre nN}. 


则 工 是 4 的 左 理 想 . 令 h: 工 王 了 其 中 hls) = gl(s7). 几 题 设 大 
可 被 拓展 成 4 到 了 工 的 模 同 态 夺 . 
令 
:Art+N’ 一 小 1, 
IT+Y 上- 全 k(n) + 9{¥). 
则 zz 是 有 年 尽 的 ，( 若 ar++y=0, 其 中 a€ 4, yeEN', 则 ae 工 . 


从 而 (a) = ha) = g(ar) 二 一 9g; 邮 Ke) 十 gl = 0. 这 就 推出 
7 是 有 定义 的 .) 
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显然 是 4- 模 同 态 ， 有 量 7|、, = gy. 这 与 (9,N') 是 有 中 的 极 
太 元 不 合 . 口 


7.12 ”为 了 更 精确 地 措 述 投射 模 与 内 射 模 的 对 偶 原 则 ， 我 们 引进 
对 偶 画 子 Hom,{ 一 ,五 ). 
对 于 佳 一 志 4 模 1 定义 


M* = Hom (M, mF). 
则 M* 是 右 本 模 ， 其 中 
(foam)= flam), vae AfeM menM, 
对 于 左 4- 模 同 态 ww: 好 一 .定义 加 :War 为 
POND = Fen)), YE PE 
则 wp* 是 右 4- 模 同 态 ， 并 且 
(pp) = wp, 1 =1. 


由 此 可 知 函 子 Hom.(-, 天 是 左 4- 模范 畴 到 右 4- 模范 畴 的 反 变 
函 子 ,而 且 Hom, (一 , 请 ) 是 正 合 函 子 , 即 车 0 一 M 仿 工 -分 
N 一 0 正 合 , 则 0 一 N* 了 有 二 Mr 0 也 正 合 . 
同 理 ， Hom,(, 下) 也 是 右 4- 模范 畴 到 去 4- 模范 畴 的 反 变 
落 子 . 因为 M 是 有 限 维 空间 .。 故 有 模 同 构 (对 于 堪 4- 模 好 和 右 
44- 横 对 均 成 立 ) 
M 2 (CMY, 


其 中 将 meE 对 对 应 到 线性 函数 6{7n) : 3M 一 三 ,这 里 六 一 
Fn YF EM"*,m € M. 特别 地 ，M =0 MM*=0. 
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7.13 引 理 (i) 模 己 投射 怠 P* 内 射 (注意 , 若 书 是 左 4- 模 ， 
则 P* 是 右 4- 楼 ). 
() 1 名 … 中 Qn 是 内 射 模 当 且 仅 当 Q; 均 为 内 射 寞 . 
Gii) 横 S 是 章 模 当 且 仅 当 5* 是 单 模 ， 
{iv) 设 和 N 是 MM 的 子 模 ， 则 AN* 是 Mr" 的 商 模 . 
(v) GAN 二 {fe M? |f(N}=0), 将 (MjNY)* 记 为 NT. 
(vi) 对 于 好 的 子 模 和 Ni, NN2 有 


(NI 十 Ra) 一 RN 门 Na, 
(NNN) = Ni + Ny. 


证 明 留 作 习 题 . 


7.14 因 rad(M) 是 M 的 所 有 极 大 子 模 的 交 ， 故 rad(ad)+ = 
(Mjrad(M))* 是 M:* 的 极 小 子 模 的 和 . 

定义 ” 设 村 是 任 一 寞 ， M 的 所 有 单子 模 的 和 称 为 M 的 基 
座 ， 记 为 soc(A7). 

由 定义 知 


soc(M”) = (rad( MY))+ = (M /rad( M))*. 
引 理 soctM) = {mE M |rad(lA) .m= 0}. 
证 设 $S 是 M 的 任 一 单子 模 : 则 rad(4)S = rad(sy =0. 从 


面 
soctM) cfmEmMiradd) -m= 0}. 


反之 ,着 rad(4) -m= 0, 则 Am 是 4Arad(4) 于 的 寞 ， 故 4m 是 
单 4- 模 的 直 和 ， 从 而 Am S soctM). 这 就 完成 了 证 明 . 口 


将 命题 7.5 和 定理 7.6 对 偶 化 ， 我 们 得 到 
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7.15 定理 (i) 设 久 ,8' 均 为 内 射 模 . 则 久 兰 全 当 且 仅 当 
soc{®) 兰 soct@'). 


fi @ 一 soc() 给 出 了 所 有 瑟 不 向 构 的 不 可 分 解 内 射 模 的 
集合 到 单 4- 模 的 集合 的 一 一 对 应 ， 从 而 soc(@} 是 总 的 唯一 单子 
横 . 

[ii) 任 一 内 射 模 均 是 4* 的 直 和 项 . 

证 (i @ 宇 Q' 当 和 是 仪 当 8@* 宇 Q*, 由 命题 7.5 知 ， 当 号 仅 当 


Qi/rad(Q") es 9 /rad(@"). 


而 
soc(Q) = soc((Q)") = (Q* /rad(Q"))’, 

从 而 @ 兰 @8' 当 且 仅 当 soc(@) 兰 soc(@1 

i) 首先 , 若 Q 是 不 可 分 解 内 射 模 , 则 soc(Q) = soc((Q*)*) = 
(Q*/rad(Q"))* 是 单 模 

设 S 是 任 一 单 4- 横 ， 则 S* 单 ， 由 定理 7.6 知 存在 不 可 分 解 
投射 模 书 使 得 5* = P/rad(P). 取 @ = P“ 则 @ 是 不 可 分 解 内 身 
模 . 故 


soc(@)} = socf( 人 让) = (和 Arad 人 让 
= (Plrad(P)* 8. 
再 由 他 即 证 得 (说 . 
Gii) 将 定理 7.6(i 对 由 化 即 得 . 口 


7.16 定义 内 射 模 尽 称 为 模 M 的 肉 射 包 ， 如 果 有 单 同 态 p : 
于 二 外, 使 得 soc(@) 5 Ime{ 或 等 价 地 ， 对 于 的 任 一 子 模 半 ,从 
Im 站 天 一 口 可 推出 总 = 由. 
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将 定理 7.7 和 推论 7.8 对 假 化 ， 即 可 得 到 如 下 定理 ; 

定理 (i 车 忆 是 MM 的 投射 盖 ， 则 P* 是 M?* 的 内 射 包 ， 反 
之 亦 然 . 

(i 和 任 一 模 MM 的 内 射 包 总 存在 旦 唯 -… (在 同 构 意义 下 ), 记 为 
Ww(M). 

(ii) QO SE Qsoct MN)). 

{iv) OQ BB Ma) SE QON) PB OULU). 

(v) 若 昌 : 性 二 @ 是 单 同 态 ，Q@ 是 内 射 模 ， 则 Q(M) 是 总 
的 直 和 了 项. 

证 明细 节 留 作 习 题 ， 


习 题 
1， 证 明 万 四 …: 四 已 是 投射 模 当 且 可 当 各 个 局 均 为 授 射 


证 =eE4 则 4e 是 投射 模 . 

证 明 A 是 半 单 代数 当 且 权 当 任 一 4- 樟 均 为 授 射 模 ， 
证 明 引 理 7.13. 

证 明定 理 7.16. 


站 


88 模 在 代数 上 的 张 量 积 


在 13.3 中 我 们 讨论 了 向 量 空间 的 张 甚 积 ,本 节 进 一 步 研究 模 
在 代数 上 的 张 其 积 . 


8.1 首先 考虑 两 个 FF- 代数 A,B 在 下 上 的 张 量 积 . 设 {a ie 如 
和 {0; 1je 洋人 分 别 是 和 与 BB 的 一 组 基 . 则 {a; 8by |i€1,7€ J} 
是 4 名 BB 一 44 名, B 的 一 组 基 . 定 多 (a; @bj)(ar 名 b;0) 二 (QiQi) 的 
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(hb) i € 1 7,) € 7, 并 将 这 个 乘法 FF- 双 线 性 地 扩充 为 
A4 名 B 中 的 莱 法 .直接 验证 4 名 B 也 成 为 FF- 代数 , 称 为 代数 4 与 
B 的 张 量 积 ， 特别 地 ,者 上 是 王 的 扩 堪 , 则 K&B5A%,K 
还 成 为 KK- 代数 . 


8.2 设 4 是 FF- 代数，M,， 是 右 十 模 ，,N 是 左 4- 模 ， TY 是 
任 一 F- 向 量 空 间 . 五 - 双 线 性 映射 了 : NxN 一 VV 称 为 生平 
衡 映 射 ， 如 果 


Unaa ni 三 fman), Yae AmeEeMneN. 


定义 ”所 向 量 空间 WW 称 为 好, 与 ,NN 在 代数 4 上 的 张 基 
积 ， 如 果 存 在 具有 泛 性 质 的 4- 平衡 映射 n: M x N 二 钱 . 这 就 
是 说 ， 对 上 任 一 4- 平衡 映射 了: Mf x N 一 有 雹 存在 唯一 的 FF- 
线性 映射: 克 一 下 满足 了 = f7 

类 似 于 工 3.3.1 中 的 说 明 ， 易 推出 : 若 存在 M, 与 ,N 在 4 上 
的 张 量 积 ， 则 它 一 定 是 唯一 的 . 至 于 MM 与 在 4 上 的 张 基 积 
的 存在 性 可 以 构造 性 地 给 出 ， 考虑 M 与 NN 在 域 忆 上 的 张 量 积 
好 四 六 中 所 有 形 奶 


ma 人 nnan, YE MneNacAd 


的 元 素 张 成 的 子 空间 TT. 由 商 室 间 (YH 名: NYJT 就 是 MM 与,N 
在 4 上 的 张 量 积 ， 记 为 M @@, NN. 

{事实 上 , 令 ,是 映射 名。: MxN 一 MMB NN 与 自然 满 射 
r: MBN (WB N/T 的 台 成 . 则 由 外: 是 具有 泛 性 质 的 户 - 
双 线 性 映射 这 个 事实 知 @. : 计 xN 一 寻 久 ,NN 是 具有 沦 性 质 的 
4- 平衡 上 映射， 其 中 仿 , 将 (m,n) 觅 到 @n := (mn) 十 工 .) 

在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 也 将 mr 名 ,nt 简 记 成 m%n. 根据 定 
义 ， 在 虹 四 ,中 显然 成 下 ma B= 二 1 多 an. 
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注意 到 M,N 中 任 一 元 素 可 表示 成 有 限 和 开 mi@uniy mi e 
M,ni e N, 但 未 必 能 写成 由 人 @。nm 的 形式 ， 而 且 这 种 表示 法 也 不 
是 唯一 的 . 


8.3 设 ,Ns 是 4-B- 双 模 ， 则 好 四 , 六 还 可 以 自然 地 作成 右 B- 
模 ， 事 实 上 ， 对 于 任 一 8 E B, 定 多 了 :MxNo MBN: 
fm,n)] 二 mm 久 nb. 则 了 是 4- 平衡 映射 ， 故 由 8, 的 证 性 质 即 得 
到 唯一 的 FF- 线性 映射 M@,N 一 MN, 将 mm%n 送 到 mm@nb. 
这 样 ， M 鸟 ,。N 就 作成 了 右 B- 模 . 

类 亿 地 , 若 , M。 是 B-4- 双 模 , 则 M @。N 可 成 为 左 B- 模 ， 
其 中 bm 名 n) = bm@n. 若 ,JM, 是 B-4- 双 模 ，,N, 是 4-C- 观 
模 则 MM 名 ,NN 可 成 为 B-C- 双 模 ， 其 中 

bmncec=(bm Sne), ww < BeEC mEeMneN. 

注 设 寻 , 六 均 为 群 避 的 FF- 表示 ，4 = FG. 由 上 述 讨 论 知 
和 HBF NWN 有 左 4- 模 结 构 ， 其 中 mn) 二 am@n, Yac A,me 
A ,nenmN. 


另 一 方面 ， 在 13.3.3 中 己 定 义 了 M8%FN 上 GG 的 F- 表示 结 
构 ， 相 应 的 左 4- 模 满 足 


» ABC Bn) = p> Ag om 的 qn). 


站 此 佐 pi 寺 才 | 


这 是 在 同一 F- 空间 Af @r NN 上 的 两 个 不 同 的 4- 模 结 构 . 


以 后 ，“ 条 件 aMp” 措 JM 是 4-B- 双 模 . 
命题 【结合 律 ) 在 条 忻 Ma Ns st 下 存在 唯一 r- 同 构 


(Me Ne LT MS, NS, 5) 


将 (m 久 n) 多 1 送 到 m @@ (n 久 站 . 
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若 还 有 条 件 。 Mf, ,ss 工 。， 则 上 述 站- 同 构 还 是 C-D- 双 模 同 构 . 

证 对 于 i EL, 定 评 太 ;: MxN 一 M 久 , {NN 工 ) 是 将 (m,n) 
送 到 m@{n&@0) 的 和 -平衡 映射 , 由 名, 的 汉 性 质 知 存在 唯一 的 产 - 
线性 映射 有: NM 名, NN 一 MB ,N35 匡 , 将 m8Bn 映 到 m&@(n@). 
这 样 就 得 到 B- 平衡 映射 : (MN) x 世 一 有 @ (Ns 上 5) 
将 (mn, 上) 送 到 mm 台 (nn@ 中 . 再 由 名 s 的 证人 性 质 就 得 到 唯一 的 云 -， 
线性 上 映射 f: (四 有) 四 Lo MM% (NG@, DD 将 (mn)%l 
送 到 mm & (n 名 站. 

类 似 地 可 建立 了 线性 贞 射 9 : M &@ (N Bs 工地 (MB, 
N] 8 上 ,将 mn 送 到 (m&nj@iL 显然 与 9 是 互 道 的 
映 咽 . 口 


在 条 件 -好 ， mw 下 ， Hom, (MN,D) 和 Hom (az7， 
Heom (whi 均 成 为 右 C- 模 . 


名 .4 命题 (伴随 对 ) 在 条 件 Mf,, aNp:Ls 下 存在 准 一 EF- 同 构 
Homsy (MM ®@, NL) ~ Hom, (MM, Homy tN, L)), 


将 右 B- 模 同 态 yy : 计 名 ,NN 二 工 映 到 右 4- 寞 同 态 方 : 对 一 
Hom fr 其 中 Bm)(n) = y(n 名 nn). 

车 。 3M 还 是 C-4- 双 模 ， 则 上 述 严 同 构 是 右 C- 模 同 构 . 

证 育 接 验证 是 4- 横 同 态 . 

令 世 € Hom (Hom,(N, 荆 ). 则 煌 (nm 映 到 wtrn)(n) 是 
MxN 到 工 的 4- 平衡 映射 , 从 而 出 多, 的 泛 性 质 知 帮 在 唯一 让- 
线性 上 映 岁 芒 ;: 好 全, 六 全 大 便 得 节 (mam] 一 有 (mg 直接 验证 
可 知 9 还 是 右 B- 模 同 态 ， 即 六 & Homs(ad @ 六, 五) 由 此 得 到 的 
两 个 FF- 线性 映射 

Homs, (M B®, NL) = Hom, (MM, Hom, (N,£)) 
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是 互 道 的 . 

若 Af 是 忆 -4- 双 模 ， 则 直接 验证 上 述 同 构 是 右 C- 模 同 构 . 

口 

模 的 张 量 积 与 模 同 态 有 如 下 关系 : 
8.5 命题 设 了 : 好 一 对 是 右 4- 模 间 态 ，9: RN 一 全 
是 左 4 模 同 态 ， 则 存在 唯一 的 Fr 线性 映射 f 8g: MB N 
ji 名。 使 得 

(f B® Om Bn) = fn) B gn 


若 耻 : ,Mf 一 sM' 还 是 B-.4- 双 模 辣 态 ， 则 名 9 还 是 去 
B- 模 同 态 . 

证 令 p: 时 XN 3 M' 名 ,NN!' 是 将 (rn,n) 映 到 (mm) @ gn) 
的 映射 . 显然 pw 是 4- 平衡 映射 ， 从 而 由 名 ,的 泛 性 质 知 存在 唯 
一 的 瑚 - 线性 映射 了 名 g 使 得 


(f BNm Bn = (n,n) = fm) 8 an- 
车 了 还 是 B- 和 4 双 模 同 态 ， 则 易 见 了 名 yg 亦 是 左 B- 模 同 态 . 
已 
横 的 张 基 积 与 覃 的 直 和 有 如 下 关系 : 


8.6 命题 设 M = Mi 名 … 旬 Mi, 其 中 Mi; 均 为 右 和 4 模 . 则 有 
下- 线性 同 构 


Mo NSM ®, NDB- (M B, NN). 


若 A 均 为 B-4- 双 模 ， 则 上 述 F- 同 构 还 是 B- 模 同 构 . 


第 3 章 ” 疏 数 的 表示 159 


证 不 妨 将 Mi 视 为 M 的 子 权 . 均 虚 上 映射 ¥: MxN 一 
(MB NS DUB ND) 笛 MHxN 中 和 酝 一 元 (mm 十-… 二 ms,n)， 
其 中 mi E Mi,n EN, 贞 到 (mi 名 十 十 (mr 名 nn). 则 ww 是 向 - 
平衡 映射 ， 故 存在 FF- 线性 映射 方 : M BN 二 (Mi@,N) 四 … 曙 
(Mi @。N) 使 得 


FOR 二) Sn) = Gn n+ 二 (me Bn). 


同 理 ， 可 以 得 到 F- 线性 映射 :MM 名 ,NN 一 MM 久 。N, 使 得 
Bim ® nn) 二 mi @n, 其 中 mi E MMi. 于 是 有 F- 线性 肌 射 


vw: (MB Ne eMe, NoMe@,N 
使 得 


Bm Bn tm Sn) = mn) + nn) 
一 ?81 总 入 十 :十 7 的 放 


三 fi 二 Rn 
显然 交 与 少 是 互 递 的 . 0D 
以 后 会 经 常用 到 如 下 事实 : 
8.7 引 理 0 设 和 是 左 44- 模 ， 则 有 左 4- 模 同 构 
A%m, Me~ ,M, 


将 aa 轨 王 且 到 an. 
位) 设 六 是 右 4- 模 ， 则 有 右 4- 模 同 榴 


N 站 到 A 
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将 于 名 和 上 且 到 na. 

证 (让 显然 将 (am 暴 到 am 的 两 射 44xa 人 并 是 寻 
平衡 映射 ， 从 而 由 名 。 的 泛 性 岳 得 到 下 - 线性 映射 4 名 ,MM 一 MM， 
它 将 a @m 上 映 到 am; 这 个 映射 与 映射 邮 一 有名, MM, 其 中 加 被 
映 到 1 名 m 是 互 逆 的 .这 就 证 明了 F- 同 构 4 计 二 AM 导 Y, 它 显 
然 还 是 左 4- 模 同 访 . 

fi) 同 理 可 证 . 0 


在 命题 8.3~8.6 中 令 4 = 下, 则 立即 得 到 域 FF 上 张 基 积 的 性 
质 , 这 也 是 我 们 没有 在 I3.3.1 中 讨论 向 二 空间 张 量 积 性 质 的 原因 . 


8.8 ”对 于 任 一 右 4- 模 Af,, 我 们 得 到 左 4- 模范 上 4-mod 到 左 
下 - 模范 畴 Ff-mod 的 张 其 卫 子 可 名, 一 : 它 将 每 一 左 本 模 六 上 映 到 
Mf 名 ,VN; 特 每 一 左 4 模 同 态 了: 入 于 入 ' 映 到 f=18f: 
MN 一 MM 久 。，N'. 同样 ,对 于 和 任 一 左 4- 模 ,六 , 我 们 得 到 右 
4- 模范 畴 mod-4 刘 右 F- 模范 固 六 -mod 的 张 景 隘 子 一 N. 这 
两 个 匡 子 均 是 共 变 函 子 . 

定理 请 子 MM 名, 一 与 一 久 。 六 均 是 有 有 正 合 清 子 ， 

证 只 证 好 @@, - 是 右 正 侣 男子. -名 ,NN 的 右 正 合 性 同 法 
可 证 . 

设 N 入- AN 0 是 左 4- 模 正 合 列 ， 欲 证 


有 NB 
也 正 合 . 
因 M@%,N"” 中 任 一 元 均 可 写成 形 如 有 限 和 2 miBgtns), mi € 


M ,ni EN, 故 1 名 g 是 满 射 . 因此 只 要 证 Im(1 % 了 = Kerll & 9). 
因为 gf =0, 故 (名 站 (189) =0. 即 Im(l @ fC Kerll®g). 从 
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而 得 到 F- 线性 满 射 8 : (MB 和 N)/Im(1l 吕 有 一 MM 名，N" 使 得 
dm nti+Imtl s/f) = myn). 


现在 只 要 证 明 8 是 同 构 即 可 . 
设 me Mn "EN". 了 有 取 newN 使 得 zw 二 yg(n1. 则 不 准 看 出 
CM Nm 放 中 的 元 mn 十 Im(1@ 门 与 的 选取 无 关 . 
{事实 上 , 若 ,n2 EN 使 得 g(rn1) = 二 7 二 gln2). 则 nw] 一 Rn2 EE 
Ker(g} 二 Imf, 故 有 ni 一 n2 二 fn 站 n' EN' 从 而 


mBnt+Imi% /=mSn+t+In(l®f). ) 


定义 下- 双 线 性 映射 MxN” 一 (M8 和 N)/Im(1 多 由 ,使 
得 
CR) 一 人 十 If 国 及， 
其 中 g(n) = n". 这 是 一 个 4- 平衡 映射 ， 从 而 得 到 F- 线性 映射 
及 : ME N’ — (M, N/m(l ®f), 


使 得 

gman =mSn+i+In(®N), 
其 中 g(n) = n". 直接 验证 98 和 88 分别 在 M @,N" 和 (MM 名， 
N)fIm(1 避 用 的 生成 元 上 的 值 ， 即 可 看 出 

0 =1, #8=1. 口 
8.9 定义 右 4- 模 好 称 为 平坦 模 ， 如 果 对 于 尾 一 严 4- 横 单 同 
态 ff: N' 一 WW, 我 们 有 单 FF- 线性 映射 

1%f: MB Ny M®,N. 

类 似 地 ， 可 定义 左 平坦 模 的 概念 ， 由 定理 8.8 立即 得 到 
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命题 (0 右 4- 黎 MM 是 平坦 模 当 且 仅 当 张 其 妙子 MB, 一 
是 止 合 清 子 . 

(ii) 左 4- 权 N 是 平坦 模 当 有 日 仅 泊 张 量 油 子 一 名 ,NN 是 正 合 
天 村 - 

8.10 命题 M = ji 日 …' 合 Mn 是 平坦 模 当 日 仅 当 每 个 Mi; 均 
为 平坦 模 . 

证 设 ; N 一 N' 是 和 伍 一 左 4- 模 单 同 态 ， 呈 要 证 明 1 四 了: 
Mg 一 + M%。N' 是 单 射 当 且 仅 当 每 个 18f: Mi&@,N 一 
Mi 名 ,NN' 是 音 射 . 

由 命题 8.6 知 存在 下- 同 构 np, 与 1 才 ,: 

nn MO NN os (MR NG- (MM, BN), 
Hy M 六 。 Nn (nd 的 NN 如 “(Mn 的 N'), 


满足 9,(1%f) 一 B18 A 因此 只 要 证 

BUEA): BM BN) — BM EN") 

i 二 1] 1 二 1 p= 
是 单 射 当 且 仅 当 每 个 1% fi; 是 单 射 ， 而 由 B13 的 定义 这 是 
显然 的 . 口 


8.11 推论 投射 模 是 平坦 模 . 

证 首先 , 右 正 则 横 4 是 平坦 模 ， 这 由 引 理 8.7 立即 可 得 . 
其 次 , 自由 模 是 平坦 模 ， 因为 自由 模 形 如 mn4. 由 命题 8.10 即 知 . 
而 投射 模 是 自由 模 的 直 和 项 ， 从 而 由 命题 8.10 即 证 得 . 口 


村 题 


1 设 f: M2 入 : Mi 五 MY 是 二 和 本 模 同 
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起，g: NA NI 和 有 1: NI ,NY 是 左 直 和 模 同 态 则 
(fF) NM NN" 是 广 线 性 映射 下 


(Ff SI ED= FN E99. 


进一步 ， 若 了 和 f' 还 是 B-4- 双 模 同 坊 ,， 则 {fg (fg) 
还 是 左 BB- 模 同 坟 . 

2， 对 于 代数 4 与 日 的 张 量 积 号 出 与 命题 8.3 、 命 题 8.5 和 
命题 8.6 相应 的 结论 ， 并 证 明之 . 

3. {伴随 对 ) 在 条 件 Ma， 4 和 NN，s 上 下 存在 唯一 的 FF- 同 构 


Homa(M Ba N, DD Homa(tN, Homse(M, D)), 


将 右 B- 模 同 态 吕 : MB@BAN 一 工 映 到 训 4- 横 同 态 万 : N 一， 
Homp(M, 了) 其 中 页 (fm = wm nn). 
车 还 有 和 条件 BLo, 则 .上述 F- 同 构 还 是 CC- 模 同 构 ， 
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本 节 中 总 设 站 是 有 限 维 FF- 代数 ，K 是 下 的 扩 域 . 
9.1 设 了 是 下 -向 基 空 间 , 定义 VK := 下 四 -V. 因为 KK 可 视 为 
K-F- 双 模 ， 故 VY” 是 KK- 向 量 空 间 ， 设 dim 7 = 站 则 
V” =K@, (FO.-BH) 
(KB FB OK BH) 
KD..…PEK, 


即 dim_vy” 二 nn 二 dimyV. 设 了 出 ,… ,tm 是 WV 的 一 组 所 基 . 刚 
18v1,…,1@vn 是 V 的 一 组 的- 基 . 
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定义 4 二 &@; 4 则 4 作成 天 代数 且 dimx 4”= 
dim ,有 4. 

设 好 是 左 4- 机 则 MM” 是 左 4 - 横 ， 满足 

(koalk m= kk Sam, vkeR,ac AmeM. 


因此 ， 对 任 一 ae 4, a 作为 MM 的 线性 变换 在 基 ma mr 下 的 
矩阵 与 1 @a 作为 ME 的 线性 变换 在 基 1&% 1,…,1 名 mrx 下 的 
矩阵 完全 相间 . 

特别 地 , 若 4 兰 Fe 是 群 代数 , 则 A = KG; 帮 (Mp) 是 GG 
的 所 表示 ， 则 (M8*,p*) 是 G 的 玉 - 表示; 对 gEG, pg 在 了 
的 基 ma rr 下 的 矩阵 与 p*19) 在 HR 的 基 18mi,… ,18mr 
下 的 矩阵 完全 相同 . 从 而 p 的 F- 特征 标 与 p* 的 K- 特征 标 在 CG 
上 的 值 完全 相间 . 

若 M“ 是 单 4 - 模 ， 则 M 一 定 是 单 4- 模 ， 反 之 未 必 . 


例 令 4 是 4 阶 循环 群 Zs 在 及 上 的 群 代数 ，1 = RelERe， 
其 中 Za 的 生成 元 了 在 好 土 的 作用 由 矩阵 
D0 ”一 工 
1 器 
给 出 ， 由 于 此 算 阵 的 特征 多 项 式 站 +1 在 R. 上 不 可 约 , 各 财 是 
单 4 模 但 M” = Cel 由 Ces 却 是 A”= CZ4 上 的 非 单 模 事 
实 上 ， 好 ” 有 子 筑 的 直 和 分 解 ， 对 ”= Clel +iez) 和 Clel ~ ies). 
这 表明 同一 个 群 在 不 同 的 扩 域 上 的 表示 性 质 可 以 很 不 相同 . 
一 个 自然 的 问题 是 , 若 好 是 单 4- 模 ， 在 什么 条 件 下 M ”也 是 单 
4”_- 檬 ? 
9.2 引 理 对 于 由 模 af 和 六 ,存在 五 - 空间 的 同 构 
Hom x (A Ny K&, Hom, (M,N). 
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特别 地 ， dimx End x (MM ) = dim, End, (M). 

证 到- 向 量 空间 下 名 ,Hom, (M,N) 中 元 等 同上 Hom, (M,N) 
中 元 的 天- 线性 组 合 , 因此 可 自然 地 视 为 Hom_ 4 (M" ,N" ) 中 元 . 
在 这 种 等 同 下 ， 上 @, Hom , (M,N) 中 元 上 色 卫 被 看 成 4 - 模 同 
态 ， 任 吕 让 吕 m) = kk 名 fm) 因此 , 将 所 有 Hom UMN) 
视 为 Hom , (好 ,六 ) 的 KK- 子 空间 . 

另 一 方面 ， 设 史 E Hom ， (M AN) 设 {fmi|1<i<r}j 和 
fn; |1<j< 科 分 别 是 MM 与 N 的 一 组 F- 基 . 则 {1@mi|1< 
i 7 和 [Bnj;|1<j< 让 分 别 是 术 ”与 N” 的 一 组 KK- 基 . 
设 

vom)= aldn), 1<igr, oy€EK. 
1<I<t 
将 区 等 同 于 天 上 rrxt 和 矩阵 (ci)rxf 因此 可 将 风量 写 拱 芭 = 
i 十 一 十 Gm 时 m; 其 中 fa oo 是 天 中 开 - 线 性 无 关 的 苑 ， 
中 是 下 上 的 rxt 秆 阵 . 下 证 EE Hom, (M,N), 1 <i<m. 

对 于 任 一 a€ 4, 因 NN",N 是 4 - 模 1&@a eA4 可 视 为 
M ,N ”的 K- 线性 变换 ,将 线性 变换 1@a 等 同 于 其 矩阵 . 因 必 
是 4 - 模 同 态 ， 故 用 (1 ga) = [1%a)w. 从 而 

pb Qi aw) = 0. 

一 1 
国 ai,i = 1,…,m, 在 五 土 线性 无 关 , 故 由 一 at = 二 0, Ya € A. 这 
表明 < Hom, (M,NN). 于 是 Hom  (M” ,NN ) 拾 为 Hom, (M,N) 
中 元 的 K- 线性 组 合 ， 从 而 引 理 得 证 . 口 
9.3 定 叉 单 4- 模 MM 称 为 绝对 单 模 ， 如 果 对 下 的 任 一 扩 域 
K,，M” 艾 是 单 4 - 模 . 
9.4 设 Mf 是 任 一 4- 模 ，p 是 其 相应 的 代数 同 态 . 对 ae 妥 , 定 
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qr E Ends (NAD), 其 中 (mn) =am, vmeM. 今 A,={a,|ae 
4}. 则 4. = 二 p( 相 全 Ajann(M), 是 M 是 单 机 - 模 当 有 日 仅 当 MY 是 
单 4,- 模 . 

下 述 定 理 给 出 了 绝对 单 模 的 内 在 刻画 ， 这 个 刻画 并 不 依赖 于 
扩 域 . 

定理 设 1 是 单 直 模 . 则 邓 绝 对 单 当 目 仅 当 End,(M) = 
严 1 ， 兰 五. 

证 设 邓 绝对 单 . 取 玉 是 下 的 扩 域 自 KK 是 代数 闭 域 ， 则 
由 引 理 9.2 和 Schur 引 理 知 


dim, End, (M) = dimy End  (M” ) = 1, 


即 End, (MY) = Fl, FF. 

友之, 设 End, (2M) 宇 F. 因 MM 单 ， 故 作为 4,- 模 亦 
单 ， 从 而 是 4， 的 忠实 单 模 ， 故 由 定理 $5.10 知 4， 是 单 代数 . 因 
End。 (MM) 兰 End, (M4) 宕 FF, 故 由 定理 4.7(ii) 知 4, = Ad = 
Mn( 下 ), 其 中 n= dims M. 因 M 是 单 Mn(F)- 模 故 并 是 单 
Mn(K)- 模 . 注意 到 


(4 ) =(4,) = 天 BF Mn(F) 
ME SF F) 一 MnlK), 


因此 M” 是 单 (4 ),，- 模 ， 从 而 M” 是 单 4 - 模 . 口 


9.5 定义 如 果 4 rad(A”) 衬 MCRK) x x2M_(K), 则 称 下 
是 4 的 一 个 分 裂 域 . 

由 定义 知 ， 若 下 是 下 的 扩 域 且 芭 代数 闲 ， 则 其 是 4 的 分 
裂 域 . 

定理 下 述 命 题 等 价 : 
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昌 KK 是 4 的 分 裂 域 

( 语 任 一 单 4 - 机 均 为 绝对 单 模 . 

(过) End 。 (5) 宕 KK, 其 中 5S 是 任 一 音 4 - 模 . 

证 (让 与 (iii) 的 等 价 性 由 定理 9.4 保证 . 

0) 一 fiii): 说 5 是 在 一 单 4 - 模 . 由 定理 5.50) 知 5 是 单 
A frad(A*)- 横 ， 由 此 由 定理 470 知 8 是 某 一 单 因子 Ms. (K)- 
模 ， 从 而 由 定理 4.7(ii) 知 End x (5) 兰 五 . 

(0) = 一 人: 因 47 /rad(4 ) 足 半 单 代数 ， 故 


4 jradlA ) 衬 al XR 半 。、 有 4; 一 Mn (Ds:), 


其 中 DD; 宇 (End,, 045.))??，S, 是 单 M5,(D;)- 模 ， 当 然 也 是 单 AA"- 
模 ， 施 由 假设 知 五; 衬 (End x (9;)iop 宕 KPAK. 口 


注 人 根据 上 述 定理 ， 若 人 尾 一 单 4- 模 3 均 为 绝对 单 模 ， 即 
End, (Si 关 五 , 则 天 是 4 的 分 裂 域 ， 反 之 亦 然 . 

fi 设 G 是 有 限 群 ， 在 I.4.6 中 我 们 已 定 交 GG 的 分 裂 域 的 概 
念 ， 用 本 节 的 语言 说 就 是 : 域 下 是 的 分 裂 域 当 日 仅 当 下 是 群 
代数 FG 的 分 裂 域 . 


96 设 0- 1 -全 工 -2 ww 0 是 本 模 短 正 合 列 因 
政 色 闫 一 是 正 侣 范 子 ， 故 


OM YI NO 0 
是 4 - 模 短 正 合 列 ， 根 据 Jordan-Hilder 定理 ， 左 正则 4- 模 ,4 


有 合成 列 
六 二 Wo 了 和 | DD NM, = 0, 


其 中 MA 均 为 单 4 模 ，0<i<t 一 1 加 此 有 4 模 的 短 正 
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合 列 
D0 一 AT) 一 一 7 一 人， 
一 Mn A Mf Ais 一 0, 


O00 Nopo Mm MM 2o0. 
从 而 对 于 下 的 扩 域 KK 得 到 4 - 模 短 正 合 列 
0 Mo 4 二 (CM) 一 0， 
0 Mo Mo MM) = 0, 


"+ 


O00 Moo Mo (MfMi2) on0. 


现在 设 5 是 任 一 单 4 - 模 . 则 Hom x (4",S) 衬 5 关 0. 由 
此 可 推出 存在 0<i<t-1, 使 得 Hom (GMA ,5) 关 0. 这 
诚 导 出 了 如 下 引 理 ， 


9.7 引 理 设 5 是 单 4 - 模 ， 则 存在 单 本 模 U 使 得 
Hom 。 (VU ,5) #0. 


从 而 S 是 UK 的 合成 因子 ， 并 且 使 得 5 是 UR 的 合成 因子 的 单 
站- 模 U 是 唯一 -的 . 

证 因 Hom rn(0 ,5) 冯 0, 故 5 是 UK 的 合成 因 于 没有 单 
汪 模 使 得 5 是 (Un)* 的 合成 因 于 日 U' 半 VU. 则 由 定理 56 知 
存在 be A, 使 得 5 在 UV'， 上 的 作用 是 恒 等 作 有 用， 而 5 在 上 的 作 
用 为 地 . 于 是 ，1&@ 在 U'K 上 的 作用 是 恒 等 作 用 , 而 1@b 在 UR 
上 的 作用 为 零 . 因为 S 是 U* 和 UK 的 合成 因子 , 从 而 5 是 个 
和 gx 的 子 模 的 商 模 ， 收 得 到 矛盾 (1 % 门 5 = 5,，({1®S =0. 品 
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下 述 定理 给 出 分 裂 域 更 本 质 的 九 夯 ， 世 男 答 了 9.1 中 提出 的 
问题 . 
9.8 定理 若 下 是 4 的 分 裂 下 ， 互 是 天 的 任 一 扩 束 , 则 五 也 
是 4 的 分 裂 域 ， 且 全 部 单  - 模 恰 为 SF = By Si, 1 <i<n, 
其 中 581,… ,Sn 是 全 部 的 单 4 - 模 . 

反之 ， 车 对 K 的 任 一 扩 域 E, 全 部 单 4 - 模 恰 为 19 15 是 音 
4 - 模 }, 则 玉 是 和 4 的 分 裂 域 . 

证 设 玉 是 4 的 分 裂 域 ， 则 由 定理 9.5 以 及 


A =ES,. AAOER, (K®,. A) 
_ FE. A CAT)” 


知 3 沟 为 单 4 - 横 由 引 理 9.2 有 
dims Hom = (S; ,57) = dimx Hom x (5915)) = 0, 1 ¥ 7 
从 而 87 ,…,3% 万 不 同 构 ， 设 5 是 任 一 单 4 - 模 ， 则 由 引 理 9.7 
知 存在 5; 使 得 Hom s (Si ,S) 关 0. 由 Schur 引 理 知 5 全 S; . 最 
后 
dim, End = (S; ) = dimneEnq x (S51) = 1, 
从 而 由 定理 9.5 知已 也 是 4 的 分 裂 域 . 
反之 , 设 巨 是 的 扩 域 且 是 代数 闭 域 . 则 到 是 4 的 分 
裂 域 ， 由 假设 {5” | 5S 是 单 4 - 模 } 是 全 部 单 4 - 模 ， 改 由 引 理 
9.2 及 定理 9.5 逢 
dimx End , (S$) = dim, End (9 ) = 1. 
从 而 由 定理 95 知 责 是 4 的 分 型 城 . 口 
9.9 推论 设 下 是 有 限 群 G 的 分 裂 域 ， 于 是 五 的 任 一 条 坡 . 
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则 KK 也 是 G 的 分 裂 开 ， 且 Ir.G= {p | pe Hr,G}. 


9.10 推论 设 E 是 4 的 分 裂 域 FCKCE. 则 KK 是 4 的 分 
裂 域 当 且 仅 当 全 部 单 4”- 横 为 {(S”| S 是 单 4"- 模 } 
证 必要 性 由 定理 9.8 即 得 . 反之 , 设 全 部 单 4"- 横 为 {5*|5S 
是 单 4 - 模 】}. 则 
dimx End «(S$) = dims End 。 (S ] = 1， 
故 玉 是 4 的 分 裂 域 . ”OO 


五 是 有 限 群 G 的 分 裂 域 当 且 仅 当 FF 是 群 代数 FG 的 分 裂 
域 ， 收 有 


9.11 推论 设 玉 是 G 的 分 裂 域 ，CK. 则 是 有 限 群 上 G 的 
分 裂 域 当 目 仅 当 人,.G = {p 1 pe Tr,G)}. 


9.12 命题 设 4 是 有 限 维 FF- 代数 . 则 存在 五 的 有 限 扩 域 下 使 
得 下 是 4 的 分 裂 域 . 

证 设 五 是 包含 下 的 代数 闭 域 . 则 天 是 4 的 分 裂 域 . 

设 (VW, 站) …，(WVhspn) 是 全 部 单 4 全 模 ，{a1,…,as} 是 4 
的 一 组 F- 基 . 故 下 中 只 有 有 限 个 匹 作为 抢 阵 pi{aj), Yl1<i< 
n, 1 < 之 了 < 之 5s, 的 系数 出 现 , 将 这 些 元 添加 到 五 上, 得 到 己 的 有 限 
扩 域 KK. 从 而 ( 访 ,p1),…， (Vhspn) 均 可 视 为 单 4 - 模 . 因此 由 推 
论 9.10 知 下 的 子 域 KK 也 是 4 的 分 裂 域 . 口 


9.13 ”推论 对 于 有 限 群 G 和 任 一 域 严 存在 F 的 有 限 扩 域 到 
使 得 六 是 G 的 分 异域 


习 题 


1. 设 M,N 是 有 4- 模 ， 下 是 五 的 中 次 扩张 . 证 明 J 导 宇和 N 当 
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直 仅 当 MK SNRK [提示 :车 MKS NE ， 将 MK 视 为 4- 模 ， 
则 有 4- 模 同 构 可 站 空 n2M. 从 而 得 到 4 楼 同 构 nM 宇 nN. 再 应 
用 Krull-Schmidt-Remak 定理 .] 

以 下 设 全 是 有 限 群 

2 设 charF 外 上 |. 则 五 是 站 的 分 发 域 当 且 仅 当 品 的 不 可 
的 F- 表示 的 锥 数 的 平方 和 等 于 |G|. 

3. 设 玉 是 局 的 分 时 域 ， 玉 CKK. 车 对 前 住 一 不 可 约 KK- 
表示 (5S, pp), 均 存 在 5 的 一 组 及 - 基 日 使 得 炬 阵 p, {9) 的 元 素 均 局 
于 下 YygEG, 则 下 是 的 分 拉 域 . 

4. 设 char 碧 =0,p 是 台 的 下 表示 则 忆 是 绝对 不 可 约 天- 
表示 当 且 仅 当 (x,X) = 二 1, 其 中 义 且 Pp 的 F- 特征 标 , 


6810 应 用 ， 常 表示 的 不 可 约 特 征 标 


在 定理 II.2.2 中 我 们 看 到 ， 当 charF 了 1IG| 且 FF 是 有 限 群 局 
的 分 改 城 时 ，G 的 不 可 约 F- 表示 由 其 特征 标 唯一 确定 , 即 若 PP 
是 G 的 不 可 约 F- 表示 ， xX,x 是 其 特征 标 ， 则 p 衬 p' 当 且 仅 当 
x 二 X' (这 一 结论 对 charF = 0 的 域 总 正确 ， 不 需要 下 是 避 的 
分 裂 域 这 个 条 件 ). 在 定理 II.3.2 中 我 们 还 知道 ， 此 时 Irr;{G) 是 
cf (@) 的 一 组 基 (在 charF = 0 的 条 件 下 ， Irrr (GO 是 cf5(G) 中 
线性 无 关 的 子 集 }. 自然 的 问题 是 将 “下 是 局 的 分 裂 域 ” 去掉， 上 
述 结论 是 否 成 立 ? 本 节 将 利用 前 面 的 结果 ， 对 此 给 出 肯定 的 回答 
(定理 10.4). 


10.1 域 下 的 代数 扩 域 下 称 为 FF 的 可 分 扩 域 , 如 果 中 任 一 元 
ca 在 天 上 的 极 小 多 项 式 在 五 的 任 一 扩 域 中 均 无 重 根 , 

然 知 ， 特 征 专 的 域 的 任 一 代数 扩 域 均 为 可 分 扩 域 ， 有 限 域 的 
任 一 有 限 扩 域 均 为 可 分 扩 域 . 
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10.2 引 理 设 记 和 均 为 域 下 的 扩 域 ,日 K 是 下 的 有 限 可 
分 扩 域 . 则 名: K 是 B 的 有 限 可 分 扩 域 的 走 积 . 

证 因 KIF 是 有 限 可 分 扩 域 ， 由 域 论 知 K 是 下 的 单 扩 域 
F(a), 其 中 心 是 下 上 的 可 分 元 . 令 pz 是 a 在 下 上 的 极 小 多 项 
式 . 四 

五 久 下 一 五 人 (al) 一 五 人 Fa= Ell%;al, 
故 有 EE- 代数 满 同 态 
mT:iElx]l — EK = ELl®,. al, 
fr) 上 fF Bo), WHr) € Elzl]. 
则 Ker7 = 二 {mm(z))，m(2x) 是 1 名; 4 在 户 上 的 极 小 多 项 式 ， 因 
P(e) 一 1 有 pfa] 二 0, 才 mlz)|plx)-. 因 plz) 在 下 的 任 一 扩 域 中 
均 无 重 根 ， 敬 mtzy = 二 emtr). 其 中 i(x),， 1 之 i 之 是 
Eiz] 中 两 两 互 束 的 不 可 约 多 项 式 ， 从 而 
E&FE Elr/(m(z) SS Blo]/ mt(r)) x x Elr]/ mt)). 


因 mi(z) 无 重 根 ， 克 每 个 直 积 因子 Elx]/ {mij(x)) 均 是 五 上 的 有 限 
可 分 扩 域 . 口 
10.3 引 理 设 G 是 有 限 群 ，charF = 二 p>0,p|Gl, 站 是 下 的 
扩 域 ，p € FreG. 则 

pOBn 


1<i<t 
其 中 i,… ,ps 是 两 两 互 不 同 构 的 G 的 不 可 约 KK- 表示 . 
证 令 上 二 Zp. 因 pG|, 才 由 Maschke 定理 和 Wedderburn- 
srtin 定理 知 


EG Se Mi (D1) x x Mr, (Ds), 
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其 中 D; 是 尺 上 的 有 限 维 可 除 代 数 ， 从 而 由 Wedderburn 定理 知 
Di 均 为 域 ， 因 D; 是 有 限 域 ， 故 由 域 论 知 Pi 是 尺 上 的 有 限 可 分 
扩 域 ， 我 们 有 

FG = (kG) (Ma (DI) x x Mn (Do) 
TY G0D0)) 
1<i<s 
] MCF ax Di). 


lI 
由 引 理 10.2 知 下 @k: Di 是 五 的 有 限 可 分 扩 域 的 直 积 ， 从 而 
FG [| Ml), 


1 


由 


Ik 


其 中 五 是 下 的 有 限 可 分 扩 域 . 因 pe IrrsG, 故 存在 FG 的 唯一 
单 因子 MM (五 ), 使 得 有 FG- 模 同 网 (定理 4.70),( 池 )) 


Mn (Fi) Sp. 
记 m= ms. 再 由 引 理 10.2 知 天 名 下 是 五 的 有 限 扩 域 K&; 的 直 
积 ， 故 有 KG- 模 同 构 
mp 尘 (ro 学 CH 
Mn(K Bh Fi) 全 中 Mm (Kj). 
了 


令 {Wj,pj) 是 KG 的 单 因子 Mon( 瑟 ) 上 的 唯一 单 模 ， 则 (Wij, py) 


两 两 互 不 同 构 ， 且 
Mn{K)) = mp;y, YI 


从 而 及 G- 模 辣 构 


“0) 
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根据 Jordan-Hilder 定理 知 (习题 3.2) 
np = Bop. 口 
i 


注 将 假设 pIG| 去 掉 ， 上 述 引 理 仍 成 立 ， 不 过 证 明 要 复杂 
得 多 ， 参 见 [CR2], p.148. 


10.4 定理 设 G 是 有 限 群 ，charF 站 |G 刚 FrrG 是 cf (0 
的 FF- 线性 无 关于 集 . 
特别 地 ， 我 们 有 
人) 设 x 是 G 的 不 可 约 F- 特征 标 ， 则 x 天 0. 
fi 设 pi, pz 是 避 的 不 可 约 FF- 表示 ，xXi,X 是 其 特征 标 . 则 


DMAp > XI 一 X2. 


ii) Hr, G| = Tree 
证 大 charg = 0, 则 由 特征 标的 正 交 关系 邑 得 设 charF = 
p>0. 设 E 是 下 的 一 个 代数 闲 包 则 EE 是 G 的 分 多 域 ,， 设 
Tree = {x Xe 则 x ,-… ,xs 是 -线性 无 关 的 (定理 .3.2). 
设 IrrpG = {Ui Dy reG = {4 rr} 则 
由 引 理 10.3 知 
jy Bos, 1<i<r 
i 


其 中 pi E IrreG, pi 关 piys 了 天 并 . 
设 站 关 玉 则 i 闫 Ww. 从 而 由 引 理 9.2 有 


0 = dim, Hom,, (Ui Ui) = dim. HomaefD ,Us ). 


于 是 pi 党 pw Yj, 了 六. 因 wn， 的 特征 标 也 为 pi;, 从 而 Ai 是 若干 互 
不 相同 的 xy 的 和 ，xj ETIreG, 有 {fx} 与 {xij} 的 交 为 空 . 从 


第 3 章 ”代数 的 表示 175 
而 由 xi，……,xs 的 五 -线性 无 关 性 即 知 让,…- ,nr 是 五 -线性 无 美 
的 . 口 


竺 利用 引 理 10.3 后 面 的 注 ， 同 法 可 证 明 上 述 定理 对 于 任 一 
域 均 成 立 . 参见 [CR2], p.419. 


在 定理 10.4 的 证 明 中 我 们 看 到 ， 研 究 有 限 群 的 常 表示 的 一 个 
有 效 办 法 是 考察 它 与 分 裂 域 上 常 表 示 的 联系 ,为 此 兰 虑 不 可 约 F- 
表示 p 的 扩张 ”的 不 可 约 分 解 ， 其 中 KK 2 下. 下 面 我 们 将 这 一 
想法 进一步 强化 . 


10.5 设 EIF 是 有 限 Galois 扩张 即 巨 是 下 的 有 限 可 分 正规 扩 
域 ，G 是 有 限 群 ，4 = FG. 则 4” BG. 对 于 任 一 o € Gal(E|F), 
定义 映射 rc&1:4 一 4” 如 下 : 


(oD) M9 = oN)g NEE. 


gE gE 
则 人 1 是 环 4 的 自 同 构 ， 但 名 1 不 是 书 线性 映射 ， 扣 实 上 
(ao BEz) = oo 1)(r), vee Brea’. 


因此 e 不 是 4 ”的 E- 代数 自 同 构 . 
因为 是 Galf 吾 | 已) 的 不 变 子 域 ， 即 


P={t€e Elioé)=é, woEGal 吾 | 下 
故 容易 推出 ， 对 下 zE 寺 ,有 
(or BIT) = vo eGatElr) 和 TEAd. 


设 CVT) 是 G 的 任 一 n 维 EE- 表示 ,其 中 TT: G 二 GLwIE) 是 
群 同 态 . 对 于 任 “ o € Gal( 殖 二) 定 艾 日 的 EE- 表示 GT) 其 
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中 表示 空间 Mf = MH, 而 群 同 态 了 ?定义 为 ; 阁 T(g) = (tij)nxn E 
GLn(E), 
T°"(g) 一 (afti iaxam、 vy < 


直接 验证 可 知 Ye 的 确 是 群 辣 态 ， 将 Me 称 为 M 的 共 罗 表 示 . 
将 MM 和 Me 视 为 左 4 - 模 ， 相 应 的 代数 同 态 仍 分 别 记 为 了 
和 Te. 则 可 以 验证 Te 恰 是 如 下 EE- 代数 同 态 的 合成 : 


FE gliml EF TT 


4 一 -人 4 ME) ME), 


其 中 最 后 一 个 a 是 折 作 用 在 矩阵 的 行 个 元 素 上 (注意 , 工 是 五 
线性 的 , 而 o 不 是 五 - 线性 的 ， 但 加 上 cc 一 @1 以 后 则 铝 证 了 这 二 
个 映射 的 合成 是 五 - 线性 的 ， 皇 合成 的 效果 恰 是 M” 相应 的 代数 
辣 态 . ) 显然 有 


(MM) 一 Mer， Yo,r € GallE/F). 


因此 Gal(E|F) 在 4” 的 表示 的 同 构 类 的 集合 上 有 一 作用 . 这 一 作 
用 将 单 模 仍 变 成 单 模 ， 从 而 得 到 Gal(E| 店 ) 让 Irr.G 上 的 作用 . 用 
orb(2M) 表示 M 所 在 的 Gal(EIF)- 轨道 

对 于 安 的 任 一 吾 - 倩 类 函数 f, 定义 


rt 门廊: gn olflg), YY9EC 


则 f° 是 局 的 EE- 值 类 函数 . 特别 地 , 若 邮 的 特征 标 为 XxX, 则 MV? 的 
特征 标 恰 为 x”. 从 而 得 到 Gal(EIFY 在 Irr,G 上 的 作用 . 用 orb{x) 
表示 x 所 在 的 Gal(EI 丫 - 轨道 . 


10.6 设 charF 本 | 则 4 ”是 半音 代数. 设 镀 = {fet er} 
是 4” 的 全 体 中心 本 原 矫 等 元 的 集合 ， 则 仇 恰 是 4 ”的 单 因子 的 
单位 元 (参见 命题 1.7(iii)). 对 于 任 一 e € 全 go € Gal(E| 门 , 因为 
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cr 名 1 是 环 4 ”的 自 同 构 ， 故 (o & 1)e 仍 是 中 心 本 原 短 等 元 从 而 
得 到 Gal(EIF) 在 镀 上 的 一 个 作用 . 

根据 半 单 代数 的 表示 理论 ， 知 WW 与 Ir.G 之 间 存 在 着 一 一 
对 应 e my 3, 其 中 5 是 如 的 不 可 约 BE- 表示 ， 使 得 e 在 5 上 的 
作用 是 恒 等 作用 ， Ye E W. 这 是 因为 任 一 G 的 不 可 约 E- 表示 
S 是 4” 的 唯一 的 单 因 子 上 的 单 模 ， 从 而 e 在 8 上 的 作用 是 恒 等 
作用 ， 而 在 任 一 与 $ 不 同 构 的 单 模 上 的 作用 为 零 ， 自 然 的 问题 是 
Gal(EIF) 在 iTreG 上 的 作用 与 Gal( 吾 | 本 在 W 上 的 作用 是 否 在 
上 上 述 一 一 对 应 下 是 一 致 的 ? 下 述 引 理 给 出 了 肯定 的 回答 . 

引 理 设 charF IGM 是 单 4 - 模 ， ee 是 4 的 中 心 
本 原 寡 等 苑 且 e 在 由 上 的 作用 是 恒 等 作 用 ， 则 对 于 任 一 r € 
Gal(E|F), (oa @ 1)e 是 4 的 中 心 本 原 寡 等 元 且 在 M” 上 的 作用 
是 恒 等 作 用 - 

证 设 工 是 开 相 应 的 代数 同 态 ， 则 


T(t(o @ be)=oT((o ' ®to ® 1)e) 
= oTle) = 单位 阵 : 9 


10.7 定理 设 charF |G|,， 五 | 把 是 有 限 Galois 扩张 UU 是 GG 
的 不 可 约 F- 表示 ， x 是 其 特征 标 ， 则 存在 M € ErsG 使 得 


FF wm ( 名 ") . 
Neorbiar: 


x=m ( >》 1 . 
nEOrbi,) 


车 charF =p>0, 则 上 述 m=1. 


从 而 
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证 首先 ， 由 引 理 10.3 知 ， 若 rhar 二 p> 中 则 m==1 

令 4=FG: 则 4 ”= EG. 设 + 是 4 的 中 心 本 原 乱 等 元 使 得 
e 在 U 上 的 作用 是 恒 等 作用 . 则 1%e 是 4 的 中 心 短 等 元 令 
W = {ei,-…,er} 是 4 ”的 全 部 中 心 本 原 竹 等 元 的 集合 . 则 1 @e 
是 中 心 本 原 短 等 元 的 科 . 设 


lHe=el+-+ es. 


我 们 断言 {3,…: ,es} 是 钱 的 一 个 Gail{E| 丫 - 轨道 . 
捉 实 上 ， 因 为 


{oT HIS = Be = le, YoeGallBln), 


故 {e1,-…,es} 是 剑 的 若干 条 Gal{E| 站 -轨道 之 并 . 若 {e1,…, es} 
愉 是 吓 的 上 条 Gall 百 | 五 )- 轨道 之 并 ，t 之 2. 令 ei 是 其 中 第 i 条 
辆 道中 所 有 泡 之 布 ， 守 = 下 则 人 是 Galf 如 全 作用 的 不 动 
元 ， 因 此 es4 从 而 c 是 4 的 + 个 下 交 的 中 心 徊 等 元 之 和 ， 与 
e 是 中 心 本 原 关 等 元 不 合 . 

设 ej = {oj; 久 le oj € GallE5|F), j= 1,…,5. 设 MM 是 单 
4 - 模 ， 使 得 e; 在 Af 上 的 作用 是 恒 等 作 用 ， 则 由 引 理 10.6 知 6， 
在 Mr 上 的 作用 是 伍 等 作用 . 

设 5 是 U 的 任 一 不 可 约 直 和 项 .因为 中 心 客 等 元 18e 在 
7” 上 的 作用 是 便 等 作用 , 故 1&e 在 SS 上 的 作用 是 重 等 作用 ， 从 
而 存在 e, 使 得 e, 在 5 上 的 作用 旦 异 等 作用 ， 故 3 兰 Mi, 于 是 


安 


[六 一 中 mMd 


1 一 | 


将 任 一 zc E GallEIF) 作用 在 区” 上 上 . 根据 定义 易 知 og 保持 UV” 不 
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动 ， 而 了 在 1“ 上 的 作用 恰 为 "从 而 


0 = BmM", vere Gal(slF). 
到 


根据 Krull-Schmidt-Remak 定理 即 知 上 所 有 重 数 必须 相等 ， 记 为 mm. 


于 是 
EE 
I” =m (@")="( 中 中 口 
NEeOrhi M) 


10.8 推论 ”假设 同 定理 10.7. 令 几 是 Tree 的 GalfBE- 轨道 
的 集合 ， 则 存在 双 射 r: Irr.G 一 内. 
证 设 UEeIrG. 由 定理 10.7 知 存在 唯一 的 中 Ee 中 使 得 
六 om (四 x) ， 
NED 
令 TI = 后 , 则 rr 是 双 射 ， 其 中 是 单 射 由 下 式 可 以 看 出 ; 
dim Hom (UV = dim Hom, {U,V); 


而 r 是 满 射 则 由 引 理 9.7 保 证 . 口 


§11 Frobenius 代数 和 对 称 代数 


11.1 定义 设 4 是 有 限 维 FF- 代数 . 

(让 4 称 为 左 白 内 射 代数 ， 如 有 果 任 一 投射 左 4- 模 均 是 内 射 
模 ， 或 等 价 地 ， 任 一 内 射 左 和 4- 模 均 是 投射 模 . 

(证 本 称 为 左 Frobenius 代数 ， 如 果 存 在 开 4- 异同 构 44 对 
(A4)", 
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(让 ) 4 称 为 对 称 人 代数， 如 果 存 在 4-4- 驱 模 同 构 444 全 
(44 和 


根据 定义 立即 知道 对 称 代 数 是 下 Frobeziius 代数 , 左 Frobenius 
代 克 是 左 自 内 射 代数 ， 反 之 殉 未 必 . 

类 似 地 ,可 以 定义 右 自 内 射 代 数 相 右 Frobenius 代数 ， 然 而 自 
内 射 代数 和 Frobenius 代数 殉 是 左右 对 称 的 ， 因 此 可 以 省 略 “ 左 * 
或 “ 右 ”. 事实 上 , 知 4 是 左 自 内 射 代数 ， 根 据 对 偶 原 则 ， 任 一 内 
射 左 4- 模 均 可 写成 (ed4)* 的 形式 ， 其 中 e 是 赛 等 元 ， 从 而 由 定 
义 知 它 是 投射 模 ， 因 此 存在 医 等 元  E 4 使 得 (eA)* = Ae'. 于 是 
e444 (24)")* 二 {4en*. 这 表明 任 一 投射 厂 4- 横 均 是 肉 射 模 ， 即 
过 是 右 日 内 射 代数 .而 Frobenins 代数 的 左右 对 称 性 可 以 从 下 述 


11.2 定理 设 4 是 有 限 维 代数 . 则 4 是 左 Frobenius 代数 当 且 
仅 当 存在 非 退 化 、 结合 双 线 性 型 9: 4x4 = 瑟 其 中 结合 性 是 指 


Stab.c) = Pla,be), YY oa.b,ce:; 


非 退 化 性 是 指 从 8(4, 加 = 0 可 推出 58= 0. 

注 由 线性 代数 向 ， 8 非 退化 等 价 于 从 8(5, 4) = 0 可 推出 
六 一 

证 设 和 是正 Frobenius 代数 ， 故 有 诺 4- 檬 同 构 8: 444 一 
{A444)*. 令 Bla,b) 二 4(5){a). 则 可 直接 验证 5 是 非 退 化 、 结 合 双 线 
性 型 ， 例 如 3 尽 结 合 


Plab,c) = Ale)(ad), 
Hla,be) 三 只 hello = (90) 0) = Holab). 


反之 ,， 设 B88: 44x4 二 下 是 非 退 化 .结合 双 线 性 型 . 定义 
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8: 4 一 再 攻 上 ， 即 区 oj := Hb,Q). 则 直接 可 验证 8 是 左 4- 
加 辣 构 . 我们 将 验证 细节 留 给 读者 . 口 

注 对 于 右 Frobenius 代数 ， 我 们 有 类 似 的 结果 . 从 而 Frobe- 
nius 代数 是 左右 对 称 的 . 

11.3 定理 设 4 是 有 限 维 五 - 代数 . 则 4 是 对 称 代 数 当 且 仅 当 
在 在 非 退 化 . 结 人 台 . 对 称 双 线性 型 3 : 4x4 一 已 其 中 对 称 性 是 指 
du = a), vn,bed. 

证 设 4 是 对 称 代 数 . 在 定理 11.2 的 证 明 中 定义 的 3 也 是 
对 称 的 : 
B{a,b) = Bl a 0 = 7(l, ad = Hab)ll) 
= (a (8))(1) = Wa), 
Sb,a) = Bll,bo) = Hba)(l) 
= (8a)(1) = h(a). 
设 8: 4x4 一 乒 是 非 退 化 、 结 合 、 对 称 双 线性 型 则 定理 
11.2 的 证 明 中 定义 的 8 也 是 右 4- 异同 态 ， 
O(az)(b) = Pb, az) = Plar,b) 
= (a, 1b) = F(xb, 9), 
[fa - £0) = (a) (xb) = (xb, ao). 


从 而 8: 4 一 4 是 44- 双 模 同 构 . 口 


11. 和 4 定理 设 富 是 有 限 群 - 则 FG 是 对 称 代 数 . 
证 定 尽 有 FOx FG HF 如 下 : 


0- Ap， > LAN 二 YMopo-i. 


8E 安 hE 9 万 宫 
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由 直接 验证 3 是 非 退 化 、 结合 、 对 称 让 线性 型 (细节 留 作 习题 ). 从 
而 由 定理 11.3 知 FG 呈 对 称 代数 口 


11.5 命题 设 4 是 有 限 维 到- 代数 . 则 4 是 对 称 代数 当 且 仅 当 存 
在 迹 型 F- 线性 函数 ( 即 6: 4 二 下 满足 pab) = plba), Ya,be 
47) 使 得 从 $(L) = 0 可 推出 5=0, 其 中 上 是 44 的 任 一 单 边 理想 ， 
证 设 4 是 对称 代 数 ， 从 坝 存 在 非 退 化 、 结合、 对 称 双 线性 
型 58: xx 是 一 下 售 全 四 二 间 (a1) 则 
$lab) = 有 (8 1 = Pla, Db) 
= tb,a) = 311, ba) 
= Blba, 1) = olba). 


替 工 是 站 的 左 理想 ,上 且 $(L) =0, 即 3(L.1)=0, 则 


= B(1, AD) = 3(A.5). 


从 而 由 8 的 非 退 化 性 知 二 = 0, 对 右 理想 同 理 可 证 . 
反之 ， 令 Ble,b) = $lab). 则 直接 验证 8 是 非 退 化 、 结 合 、 对 
称 双 线 性 型 ， 从 而 4 是 对 称 代数 . 


习 是 


1. 证明 : 任 一 投射 走 4- 模 是 髓 射 樟 当 且 和 低 当 任 一 内 射 霸 44- 
模 是 投射 模 . 

2 完成 定理 114 的 证 明细 节 . 

3 证明 Frobenius 代数 上 的 全 起 阵 代 数 癸 是 Frobenius 代 
数 . 
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生 设 二 是 有 限 维 代数 . 定 尖 二 的 平凡 扩张 代数 工 [A4) 如 下 : 
作为 已 空间 有 了 (= 4 与 中， 其 中 来 法 为 


(a.f)(b,9) = {ab,ag + fh). Ya be ad, fy9e A. 


证 明 了 (4) 是 对 称 代 数 . [提示 : 考虑 上; TT(A) 一 (人 
有 af 9)) = f(b) + g(a)] 
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第 4 章 诱导 表示 与 请 导 特 征 标 


本 章 研 究 群 G 的 表示 与 其 于 群 号 的 表示 之 则 的 联系 .这 为 
归 忽 地 构造 群 表示 提供 了 一 般 的 方法 ， 问 时 也 将 表示 与 结构 更 紧 
密 地 联系 起 来 .这 也 是 群 表示 论 中 独 有 的 重要 技巧 ， 它 难以 有 效 
地 推广 到 -- 般 的 代数 表示 中 . 

本 章 总 假定 G 是 有 限 群 ， 尽 管 有 时 这 不 是 必需 的 . 


1 基本 概念 和 性 质 


1, 本 节 总 设 五 是 群 G 的 子 群 ，(IF.p) 是 五 的 FF- 表示 怎 
样 由 此 得 到 G 的 一 个 五 - 表示 呢 ? 换言之 ， 已 知 左 FH- 模 斌 ,如 
何 构造 一 个 左 FG- 模 ， 使 得 它 在 五 刀 上 的 限制 含有 于 模 与 全 同 
构 ? 
自然 的 办 法 是 利用 张 世 积 . 因为 群 代数 FG 有 FG-FH- 双 模 
结构 ， 因 此 张 其 积 
FG @,, HW 


具有 左 FG- 机 结构 . 将 这 个 左 FG- 寞 称 为 W 的 诱导 模 ， 它 相应 
的 G 的 F- 表示 称 为 W 的 诱导 表示 ， 记 为 (W” ,p"), 或 W ,或 
Pp ,或 六 ,等 等 

例 设 p 是 子 群 的 正则 下 表示. 则 关公 为 好 的 正则 所 
表示 
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事实 上 ，Pp 相应 的 左 FH- 横 为 王石, 因 示 依 引 理 11I.8.7 有 左 
FG- 模 同 构 


p 一 (FF = FG&,, FH FG. 


1.2 设 晶 = {wi,…,wn} 是 镀 的 一 组 FF- 基 . 我 们 希望 知道 诱 
导 表 示 厂 ”的 一 组 六 基 以 及 G 中 元 是 如 何 作用 在 信 ” 上 的 . 
设 {gi = 1,-…,gr} 是 G 关于 日 的 左 陪 集 的 一 个 代表 系 ， 即 
7 =gH UU gH, 


则 GG 中 和 任 一 元 可 唯一 地 写成 g;hi, 产 E 五 ,的 形式 . 因此 FG 是 日 
由 二 fF5H- 模 ， FG = gu(FH)B -名 (FH). 由 十 qr 嘻 2 是 
gi(FH) 到 FH 的 F-FH- 双 模 同 构 ， 因 和 此 有 F- 向 量 空 间 同 构 
WW = FGm,, W 
一 (guFH) pr Wi) -DD (gr(FH) pp WW ) 
WoT 
= ri 
这 就 证 明了 dim,W =r.dim,W = |[G :Hldim,W. 
注意 到 gjFH &@py W 二 4@rn W 二 如 (1 区 全 ), 履 有 
HW = Bo Bry W). 
因 环 ” 中 任 一 元 均 可 写成 gm 1 <i<7 1<j<n, 的 
所 线性 组 侣 ， 故 它 是 有 ” 的 一 组 严 基 . 对 于 任 一 9 e G, 存在 唯 
一 的 gy 和 唯一 的 产 E 五 使 得 99i = gh, 于 是 


本 BU = Mw 二 hw, 和 了 大 郊 - (1) 
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因此 ， 若 ppl) 在 基 {m1 Wn } 下 的 矩阵 为 Hp (A) = (aR) xn 
则 
99 B07) = (G9) Bi = (RD) BB hw 


二 如 > a (hw 一 2, a (hg 加 we). 
+ 二 1 1 一 | 


仿 
n 出 | {9), og 万 再 ， 
&tj(9) = Vl<j tn. 
U, 全 区 五 ， 
则 
glgi B wi) = bei(gr" 99) (9 B we) 
?一 
兰 > >» drj (gs 99i) {09s ® wi). 
s=1 t=! 
令 


pe (9) = (Gi (9) nx n, Yq EU 
囊 P (9) 在 基 {9 1 wn 下 的 
和 扯 阵 为 | 

pa(91 9g9) Po(9T 99r】 


Pafgr 1 99) 7 falgr 9gr) 
注意 {gi gq1,………,97 49r} 中 有 且 仅 有 一 个 元 素 属 于 五, 因此 
上 上 述 分 块 算 阵 的 每 一 行 有 县 公有 一 个 季 惩 阵 非 堆 ; 同 理 ， 每 一 列 
有 怕人 和 仅 有 一 个 子 矩 阵 非 零 . 


综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 下 述 定理 : 
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1.3 定理 (i) dim,H™ = [G: Hl dim;W. 

Oi 伍 用 1.2 中 记号 ， 则 {891 Ho a rH, 
gr@wn} 是 玉 ” 的 一 组 下 基 , 日 p (9) 在 此 基 下 的 矩阵 由 (2) 式 
给 出 . 

(ii 存在 FF- 向 其 空间 的 直 布 分 解 

HW =g( ry WG- ggr(l Sr IW), 
且 有 FH- 模 同 构 1%ra WW 守 W111 <i<r. 


it 例 令 G/ 吾 是 6G 关 ] 玫 的 左 陪 集 的 集合 . 设 ygEG,zH€ 
Gf/H. 定义 gz 五) = (927)H. 则 GjH 成 为 G- 集 ， 由 此 得 到 的 如 
的 表示 (F(G/H),p) 恰 为 日 的 单位 表示 1 的 诱导 表示 15. 

事实 上 , 取 工 = FG@pp 下 的 一 组 FF- 基 为 {g1@1,-…… ,gr 区 1)， 
其 中 1E 忆 1189 是 怠 关 二 五 的 左 陪 集 的 一 个 代表 系 . 因 
为 hl 二 1 YheH, 邦 gH g%1l 是 (F(G1H),p) 到 1 的 
FG- 模 同 构 . 

车 G 是 Abel 群生 [G : i> 1. 则 H 的 单位 复 表示 的 诱导 表 
东 47 必定 是 可 约 的 . 


将 @G 的 子 群 的 一 次 表示 的 诱导 表示 称 为 G 的 单项 表示 . 


下 述 定 理 表 明定 理 1.3(iii) 中 性 质 完全 刻 丙 了 诸 导 表示 . 


1,5 定理 设 虹 是 FeC- 模 ，a 在 互 了 上 的 限制 含有 子 模 不 使 
得 有 如 下 F- 空间 的 分 解 : 


Ns = 中 po 
1 一 


其 中 {qi1,-… ,gr 是 全 关于 是 的 左 陪 集 的 代表 系 . 则 有 左 FG- 模 
同 构 MM 宇和 
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证 由 定理 1.3(iii) 知 下 ”有 总 空间 的 直 和 分解 


WwW” = OB all WW, 


1 二 1 


且 有 天- 空间 的 同 构 gi{1 名 剑 ) 之 WW. 另 一 方面 ， 有 fF- 空间 同 构 
环 宕 凡人 本 :bm gqiw. 因此 得 到 F- 空间 同 构 7: W” 沪 M, 满足 
Tgi{l 名) = gi 如， YWw <E 全. 直接 验证 了 是 FG- 模 同 仿 . 口 


1.6 下 面 我 们 推导 话 导 表示 的 特征 标 公式 ， 设 x 是 (和 W,p) 的 特 
征 标 . 将 豆 上 的 类 函数 X: 五 二 下 扩充 成 XxX: G 一 卫 , 其 中 


Xtg), gEH, 
人 j, | ye¥H. 


则 从 (2) 式 可 知 W” 的 特征 标 x” 由 下 式 给 出 ; 
x (9 = trlp (9) = 2 Xlgr 99). (3) 


由 此 立即 看 出 

命题 (1) 者 gg U (gHg7)) = UeHe), 则 x {9g) = 0. 
特别 地 ,车 百 <G, 则 Xx (9) =0, vg¢ 有. 

车 HC 2(0), 则 x (9) =[G: HIX(9), vy eG. 


公 趟 {3) 依赖 于 G 关于 H 的 左 陪 集 代表 系 的 选取 . 注意 到 
计 本 自 虽然 未 必 是 避 的 类 函数 ， 但 对 于 任 一 heE 蝇 和 和 储 一 gEG 
有 计 {hgh-1) = (9g). 由 此 可 知 ， 苍 2&9.7,7 = gh he FH, 则 
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Xr lgr) = xh 9 99ih) = (9 99i). 从 而 


2 Xr gr) = 5 SS Xr gr) 


于 亡 仔 一 | rE 


= 5 IHIX(97 "ggi) 


?二 1 


= |Hix (9). 


这 就 得 到 诱导 特征 标的 如 下 公式 ， 它 不 依赖 于 G 关于 五 的 亦 障 
集 代表 系 的 选取 . 
1.7 命题 设 charF 1HI. 则 
“( —1 
x (9) = 所 2XC g7) 
1 


__ » 一 1 
大 各 ,于 一 1 所 本 


下 述 诱 导 表 示 的 性 质 均 可 归结 为 相应 的 张 量 积 的 性 质 . 


1.8 命题 设 (fp) 是 子 群 互 的 表示 ， 
0) 车 T 是 WW 的 子 表示 ， 则 WY 是 WW” 的 子 表示 . 
(和 大 到 = Wi 外-…- 旬 Tn 是 子 表示 的 直 和 分 解 ， 则 


WW = Wr 8m WY. 


(Gi) 设 下 是 包含 五 的 G 的 子 群 . 则 W” 衬 (W”*)”. 
Gv) 没 洲 是 G 的 表示 则 有 FG- 模 同 构 


i . _ ， 
p Br Wr) ; 


其 中 bs 足 岂 在 末 上 的 限制 表示 . 
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证 邻 半 = 了 FG, B=FH, 计 {97} 是 GG 关 - 上 日 的 左 
陪 集 代表 系 . 

人 取 于 的 一 组 天 基 {fa .en 使 得 fan val 是 TI 
的 一 组 到- 基 . 则 由 定理 1.3 半 19 营 站 | 1 <i<r 1<y<n} 
是 评 ” 的 一 组 F- 基 ， 其 子 集 {gw |1<i<r,1<j<9j 是 
HS 的 一 组 FF 要 又 因为 HH 已 经 是 省 模 上 Wr 是 WW 的 
子 4- 横 . 

fi 根据 张 革 积 与 模 的 直 和 的 关系 ， 我 们 有 左 4- 模 同 构 ， 


I = A oA, (HP Wh) 
(CAs TD (AR Wn) 
= BB. 


fiii) 由 张 其 椒 的 结合 律 和 入 引 理 HI.8.7 知 有 下 述 4- 模 同 构 ( 今 
C= FE: 


(WY = A%. (C8, WS(A8®, 0 8aWw 


-Cr 


= A%, Wo=W . 


fiv) 设 V 是 由 的 表示 空间 则 (p 8 Wy) 与 p 区区 的 表 
示 空 间 分 别 是 4B@, (IW 8 与 (是 及 Wj) @p 其 中 全 多 VV 
的 左 B- 模 结 构 是 在 13.3.3 意义 下 的 ， 即 满足 


hw @o = hw BR), vieH we Wve 
4 名 a (WW 名 1) 的 左 二 模 结 构 为 


gla ® (uw 3 0)) = (90) 3 (w BY), 


Yq EGnedAwel,r:el, 
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而 (4 品名 osT 的 在 十 模 结构 是 在 1.3.3.3 意义 下 的 ， 即 满足 
g(ta Ww) Bo) = (ga BW) Dm (gu) = (ga BW) B90). 


注意 ， 在 由 命题 II1.8.3 断言 的 4- 模 同 构 4 @s (W 和 让) 之 
(4AB@p 下) 多 YY 中 , 左 汪 模 (4@s 琴 ) 全 szF 的 结构 为 g((a%w)j%v) = 
(ga) 区 w) Sv; 而 左 B- 机 W 名 ,VW 的 结构 为 所 由 各 到 二 (8) 名 v 
因此 不 可 以 应 用 命题 III.8.3- 

我 们 要 定 浆 的 下 4- 模 同 构 pw : As (WW BW 一 (4 区 
WV) @ TY 应 该 满足 op 人 1 入 (由 轴 加 ) 二 位 名 加 BV (将 8 视 为 左 B- 
模 同 构 即 可 看 出 ). 因此 若 yw 存在 ， 则 y 应 该 满足 


PgB wo) = Bw) (a), YE 人 和 全 ,ET 
这 提示 我 们 对 于 固定 的 ge G 考虑 五- 双 线 性 映射 


WxVo (Ar Wm, 术 
(Uv) (9 Br) WB AIO). 
因此 存在 F- 线性 上 映射 7 : WV 二 (4 名 到) @s 六 使 得 
now RY = (98) 四 190) 对 于 任 一 a = 2 Ng < 用 ,定义 下 - 线 
9 亡 
性 映射 Tea 一 2 AoTy- 则 
gE 


naw BO) = DN Bw) @ (90). 
HEC 


由 于 6 二 Tw 二 Th6 YbEA4, 故 (6,7) mlx) 是 从 Ax[(T®EV 
到 (4 Bs BT 的 双 线 性 映射 ，Yx EE WW Re. 和 在 ”= 
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> Kah eB, 则 
heERH 


Tab lin 的 v) = > MlanTon lid WV) 
了 EEC RT 
一 > ， Ag 上 He ww) ww (ah) 
9 下 ,RE 


= DS pn DAslg Ra hw) ® (gn) 


hE gEr? 


2», HnTalhu ® hr) 
Len 


= 7 bp HnR{ i eo 让 | 
hE 
一 Tb 0). 


这 表明 (az ry 二 (3) 还 是 Ax{t 记 加 TT 到 (AB@s WB@pVF 的 B- 平 
衡 上 映射 . 从而 存 在 五 - 线性 映射 wp: 凡人 (故国 二 AB®@ pW) 
司 


Pg vB) = (9 Kw) Hg). 

因为 

9g {9% = Fw ), 

gg Bo gD — {99 HX 9), Vy EC 
故 ww 是 和 模 同 态 ， 显然 w 是 满 射 .又 因为 

dim, (A@, (FH &e FD) = [G: HdimeW .dimpV 

= dim, (A &s WY) ® WD), 

故 x 是 4 模 同 构 . D 


将 命题 1.8 用 特征 标的 语言 复述 如 下 ( 亦 可 用 (3) 式 直 接 证 
之 }: 
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1.9 推论 设 x 是 研 的 特征 标 . 
0 基文 = Xi+ x 是 旦 的 特征 标 分 解 ， 则 x =xXT 十 和 
Gi) 设 天 是 包含 HH 的 G 的 子 群 . 则 x = (x ). 
(ii) 设 入 是 G 的 特征 标 ， 则 


X 和 A= (x AM), 


其 中 是 > 在 所 了 工 的 限制 . 
1.10 例 设 G=354, 瑟 =3sX 是 ss 的 不 可 约 复 特征 标 ， 其 中 


x((1)) = 2, xtt12) =0, x((123))}= 一 1 


下 面 确定 x. 因 B = {(D),(12),(123),(12)(34),(1234)} 是 G 
的 共 和 类 的 代表 系 ， 此 只 要 计算 


| 1 -1 
XD=5 2 Xe gr), yeB. 


E197 


易 知 
XD) = Fx(0)) =8. 


因 S53 中 没有 元 与 (12)(34) 和 (1234) 在 G 中 共 力 ， 敦 
x ((12)(34)) = x ((1234)) =0. 
又 因 33 中 与 (12) 在 G 中 共 辊 的 元 也 与 (12) 在 53 中 共 辆 ， 故 
x {(12)) = x{(12)) =0. 


对 症 固 定 的 EB, 有 |{zeo|lr lgr= kh}|= |C, (ol. 
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因 5 中 与 9 = (1233) 在 6G 中共 狗 的 元 为 (123),(132), 且 
ICs ((123)| = 多 | = 3, 故 


x ((123)) = 2 (3X((123)) + 3x((132))) 


- 5 (3X((123)) + 3x{{123))) 
= x((123)) 
一 一]. 


与 54 的 复 特征 标 表 相 比 较 可 知 
Xx =X3+X4t+ Xs 


其 中 xs 是 5 的 2 次 不 可 约 复 特征 宗 ， xa,xs 为 54 的 两 个 3 次 
不 可 约 复 特征 标 ， 参 见 工 .4.1. 


村 题 


直 虱 正 京 中 的 记号 契 、 五 ， 作 人 9 条- 

1 证 明 研 * 在 互 上 的 限制 表示 含有 与 W 同 构 的 子 表 示 . 

2. 设 吾 了 JJG. 证明” 的 子 空间 gy(KH) or W 是 左 KH- 
楼. 

3， 设 玉 是 古 的 请 导 表 示 . 则 有 向 量 空间 的 直 和 分 解 
一 计生 和 了 dimn Ti =dim FT, 且 加 在 了 上 的 作用 可 迁 
地 置 净 {TV ( 即 Yg€G,1<i<r, 9Wi 汉 汶 某 一 Wi; 且 
Yi，W. 存在 9EG 使 得 giWWi = Wi). 

反衬， 设 如 的 本 表示 下 有 子 室 间 的 直 和 分 解 了 = 1 由 
向 且 区 在 下 上 的 作 居 可 迁 地 置换 { 开 作对 任 一 证 
今 昌 = {geEG|gHi 一 钙 }. 则 人 是 互 的 下 表示 Wi 的 请 导 表 
示 ，s 二 [IG :HI]. 
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4 设 加 是 于 群 百 与 瑟 的 直 积 ， 记 是 瑟 的 下 表示 ， 7 是 
天 的 正则 天 表示 区 p” 衬 pHy (要 已 了 3.5). 

5， 证 加 = { 土 e、 土 i. 二 入 土 上 ) 是 四 元 数 群 ， 月 二 人， 

(1) 设 pi 有 是 玉 的 1 次 复 碌 示 ， 其 中 pifi) = 一 1. 证 明 单 项 表 
示 pi 是 两 个 1 次 复 表示 的 直 和 . 

(2] 设 妆 是 五 的 1 次 复 表示 ， 其 中 请 全 三 荆 证 明 音 项 表示 
pI 是 妇 的 2 次 不 可 约 复 表示 ， 从 而 是 加 的 唯一 的 非 1 次 不 可 约 
复 表 去 . 

6. {Mackey) 令 VV={f: 人 一 证 | 天 站 一 站 让 9， Yh e 
下 ,9ECG 则 记 是 王 -空间 . 定义 口 在 计 上 的 作用 为 


gf(r) = flrg), Vy,r EG, ET 


证 明 下 兰 玫 ”. 
7. 设 义 是 评 的 特征 标 . 则 Kerx = 门 9(Kerx)g-1. 
#9 
8， 设 charF 站 | 如 | XX 是 日 的 F- 特征 标 ，g ECG, Ce 是 9 所 
在 的 共 斩 类 . 证明， 


x = x 


可 | heECNT ICsl hECNMH 


9， 证 明 存 在 FG- 模 同 构 (WY ) (WW ) ,其 中 WW 是 邢 的 
反 冰 表示. 


82 模 与 类 沁 数 的 Frobenius 互 反 律 


2.1 首先 状 虚 诱导 表示 与 限制 表示 之 间 的 一 个 重要 关系 . 设 H 
是 G 的 子 群 ， 钱 基石 的 下 表示， 是 G 的 所 表示 . 
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定理 (机 的 Frobenius 五 有 反 律 ) 存在 F- 线性 同 构 
Hom (WW ,Mf) 2 Hom,, (WW, MY). (1) 
证 由 习题 III.8.3 知 存 在 F- 同 构 
A: Hom 0” AD = Hom (FG m,,, Wh, MA) 
一 全 再 or (WH, Hom,.. (FG, MY). 
而 由 定理 IT.2.9 知 有 无 FG- 模 回 构 {从 而 也 是 左 FH- 模 同 梅 ) 
Hom,, (FG, M) SM, 
由 此 得 证 . 口 
模 的 Frobenius 互 反 律 将 左 FG- 模 环 ”与 之 间 的 模 同 态 
空间 归结 为 左 FH- 模 开 与 之 间 的 模 同 态 空 间 ， 其 意义 是 时 
显 的 . 
设 x 与 站 分 别 是 瑟 的 表示 全 和 6 的 表示 3 的 特征 标 . 若 
charF' 一 0, 刚 由 引 理 1.2.4 知 
dim, Hom (HP”， Af) = (X As， 
dimtr Hom rr CHF”, nf) 三 {x Hn )n ; 
是 在 IL2.1 中 定义 的 . 由 此 即 得 到 特征 标的 Frobenius 互 反 律 
(x ,A 一 (x, Hr: {2) 
下 面 我 们 将 看 到 ， 这 一 重要 关系 对 于 char 下 |G 的 情形 此 
真 . 
2.2 由 定理 1.3.2 知 ， 若 charF |HI 且 Ff 是 里 的 分 裂 城 ， 则 
二 的 不 可 约 FF- 特征 标 作 成 的 类 函数 空间 cf (HH) 的 一 组 下- 基 . 
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因此 五 的 任 一 类 应 数 5 可 以 通过 诱导 特征 标 扩充 为 G 的 类 函数 
)”. 诱导 特征 标 x ”的 值 可 由 x 的 值 表达 ,这 促使 我 们 得 到 ”的 
表达 式 . 由 此 自然 地 得 到 如 下 定 文 ; 
定义 设 chark WIGl, H <G, necf(tHy. 定义 :GF 
如 下 ; 
Or), Vel, 


蔬 三 个 
其 中 
| ng gE€H, 
只 [全 := 
0， gH. 
因此 


7 (9) = Srlgr), voeG. 
工 全 个, 广 一 ] yz 所 圭 
显然 了 Ee cf (G). 将 六 称 为 9 的 诱导 类 函数 . 若 了 是 瑟 的 特征 
标 ， 则 上 述 ?” 就 是 相应 诱导 表示 的 特征 标 . 
容易 将 诱导 特征 标的 性 质 (参见 推论 1.9) 推广 到 诱导 类 函数 
上 ， 我们 将 这 一 工作 留 作 习题 


2.3 定理 (类 函数 的 Frobenins 和 下 反 律 ) 设 charF IG|, 9 < 
cf (CH),€ € cfp(G). 则 


(7 £)e = .én)s, (3) 


其 中 é 是 在 五 上 的 限制 . 
特别 地 ， 者 7 是 五 的 FF- 特征 标 ，# 是 G 的 FF- 特征 标 ， 则 
(3) 式 给 出 了 诱导 特征 标的 Frobenius 互 反 律 . 


1 用 与 代数 表示 引 论 


证 
= (gt) 
加 | 
员 ,Hz -19z]E(gm 
9 
1 
一 nr gr)t(g ') 
此 | | > 
] ~—1,.—l 
i 2 2 EY rT) 
1 
到 Dy)t(y™) 
而 沁 宛 
一 上 
机 2 六 CE 昌 
=- 而 Dees 
一 (二 J4 隔 “ 口 


注 公式 ( 引 ) 径 常 以 如 下 方式 被 应 用 : 设 charF=0 昌 下 是 
G 与 的 分 裂 域 . 设 坟 与 分 别 是 瑟 各 G 的 不 可 约 特 征 标 ， 则 
Frobenius 互 反 律 将 上 出 现在 了” 中 的 重 数 (7 ,8jc 归结 为 了 出 现 
在 E 中 的 重 数 (1, Ep}. 
2.4 例 设 理 是 的 子 群 ，charF |HI, oa” 是 G 的 单项 严 - 
表示 ， 其 中 o 是 互 的 1 次 F- 表示 ，7T 是 a 的 不 可 约 分 支 ， 则 
T 是 7, 的 不 可 约 分 去 . 

事实 上 ， 由 定理 2.1 知 

Hom,, (9, 7, S 兰 Hom es fo ,7T) #0. 


因 7 是 五 的 完全 可 约 表示 ， 故 og 是 rr 的 直 和 项 . 
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车 FF 还 是 代数 闭 域 ，G 是 Abel 群 ， 则 者 的 任 一 不 可 约 六 
表示 og 均 是 G 的 某 一 不 可 约 F- 表示 在 及 上 的 限制 ， 因 为 此 时 
G 与 寺 的 不 可 约 FF- 表示 均 是 1 维 的 . 


35 例 红 种 ={1+te 十 士 ) 十 8 屋 四 元 数 群 ， 其 乘法 表 上 由 
IIL1.3 例 4 纵 出 , 其 表册 为 GG 二 (abla 二 1, 访 = a bab ! = er'y. 
下 面 确定 G 的 全 部 不 可 的 实 表示 . 

首先 ， 如 的 换 位 子 群 G = {0) = {6 一 +}, Gi/G 兰 Za 中 台 2. 
由 引 理 L7.4 知 CAG 有 四 个 1 次 实 表示 ， 从 而 G 有 四 个 1 次 实 
表示 pl Pp2. p31p4, 它们 由 下 式 确 定 ， 


pi) = p13) = 1; Pp2(D) = 1, p2(j) = 一] 
Pal = ~1, pt = pa) = ptD) = ~—1. 


注意 群 代数 RG 与 Hamilton 四 元 数 代 数 瑟 的 区 别 ， 前 者 维 
数 为 8, 后 者 为 二 Ye fei CG, 为 区 别 RG 中 元 (-Dz 与 
G 中 元 一 2z, 将 G 中 元 一 J 记 为 汉人 

另 一 方面 ，G 可 杭 为 H 的 乘法 群 H* 的 于 群 (将 G 中 元 2 
等 同 于 H 中 元 {一 1)x, Yr € Te 六 天)， 对 子 任 一 了 EC wvEH. 
定义 gg 在 yw 上 的 作用 为 耳 中 积 gy. 则 五 十 GG 的 R- 表示 , 即 H 
是 左 RG- 模 ， 由 于 HH 是 可 队 代 数 ， 故 HH 是 不 可 约 左 RG- 模 ， 
子 是 得 到 避 的 4 次 不 可 约 实 表示 了 H. 

令 瑟 = 已 =(-e 是 末 的 1 次 实 表 示 且 非 单 位 表示 则 
o(-e) = -1. 下 证 作为 G 的 R- 表示 有 同 构 > 兰 H, 从 而 再 是 
单项 表示 . 

国 G 有 左 陪 集 分 解 GCG = HUIiFUIHUKkH, 故 e@l1,i% 
1, j@1, 81 是 o 的 RR 基 . 令 Xn:o 一 再 是 将 z 包 1 了 贞 到 
r 的 R- 线性 同 构 ， Yr E fe,i, 六 .只 要 证 明 7 也 是 RG- 模 同 
态 . vg EG, TE {eij RR), 若 gr € {es jk}, NM zy % 1)) = 
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fg 儿科 = 和 =0r(z 的 上 (这 是 因为 RG 中 的 积 gx 与 了 枉 中 的 
积 gz 是 一 致 的 ). 

若 97 ET-e. 一 一 六 一 人 则 延 用 上 述 记 号 有 gz = yf， YE 
{e,i,7, 大 }. 要 注意 的 是 在 RG 中 了 (一 1)y, 其 中 -1E 玉 -由 定 
交 有 

nor B11) = 7(g9r 1) = rly 1) 
一 nT{y(—e) Ra 1) 一 Tfy RH 【一 名 了 
= 7 -1) 一 一 TI 的 十 
一 一 世 ; 
而 在 开 中 有 grfz 铝 1) = gz 二 VY 二 一 y- 这 表明 7 是 左 RG- 异同 
构 . 

为 了 证 明 pi, p22， pa. P4 和 H 是 GG 的 全 部 不 可 约 实 表示 ， 根 
操 推 论 16.3, 只 艺 证 明 dm Homa,(H,;H) 三 4 即 可 . 

因为 瑟 是 如 的 正规 子 群 . 故 zxRH B®nw 有 ,2 E Te 让 人 夺 , 均 
为 左 RFE- 模 ， 并 且 有 左 RE- 神 辣 构 TREH 8&ns 及 盖 o, 从 而 有 左 
RHE- 模 同 构 

2 2 (RH @,, RY F(RH Sa, BR) 
PORH 和 ar R)2 (ERH rn BR) 
gr 人 Poord. 
再 出 寞 的 Frobenius 互 皮 律 得 到 
dimn Homan (H, H) = dim, Homan (o™ ， rr 
= dims Homay (cr 中 昌林 中 四 
= 4qdim Homas ke cj 


二 4 和 4. 
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因此 G 有 五 个 不 可 约 实 表示 pi. 站， m1，p1，H 次 数 分 别 为 
1,1,1,1.d4{1 雪 者 可 写 出 其 实 特 征 标 表 }. 注意 ，G 证 有 五 个 不 可 约 复 
表示 ， 但 次 数 分 别 为 1,1.1,1,2, 参见 TE.4.3. 


2.8 例 设 charF 本 IG 开 蚌 如 的 任 一 子 群 ，m,n 分 别 是 瑟 
各 宫 的 不 可 约 FF- 表示 的 维 数 的 最 友 值 ， 则 有 如 下 估 值 ; 


mn [eG: Hm. 


事实 上 , 设 7 是 HH 的 不 可 约 广 表示 ，degT7 = 二 m; Pp 是 的 
不 可 约 FF- 表示 ， degp = n. 令 和 是 了 的 一 个 不 可 约 分 支 ， 则 


HeotnF PIT Xx) S 空 Hom me (T ， X 天 站. 


困 charF IHI, 故 x 是 完全 可 约 表 示 , 于 是 了 是 xs 的 直 和 项 . 


从 而 
m= deg7 < deglxp) = degx < ni. 


再 令 X 是 pi 的 一 个 不 可 约 分 支 ， 则 
HomFc(x ,p) = Homen (x,pn) #0 
因 charF XIGI, 故 p 是 x ”的 直 和 项 ， 从 而 
n= degp < deg(x ) = [G: Hldegx < [G : Hl}m. 


特别 地 ， 若 吾 是 bel 群 且 下 代数 闭 ， 则 mp = 1. 由 此 得 到 
n< [G: 可 .这 已 在 工 3.8 中 得 到 . 


可 题 


1 设 charF HIGLH <K<G. ed,(H). 证 明 ，( 人 六 ) = 
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2， 设 charF | 9 € cf i 证 明 : 


Ce 
注 号 
(Eom) 二 Sa, EF li 人 a. 
i 二 1 


+=] 


3， 设 charF Gl, n € cf (H), Eeef rG) 证 明 ， 
7 ‘£= (7 5 


4.。 设 char 放 | 台 19 9 直人 关于 于 群 瑟 的 站 陪 集 
的 一 个 代表 泉 ， 了 了 Ecft( 百 ]. 则 


ts 
nm (9) = = Do F199), VgeEG. 


5， 设 charf 站 | 如， DTEct (BE 9 EG 所 在 的 共 耗 类 为 CC. 
证 明 : c 
ng) = Ce Sy, vyeo. 


IH| hecsNnH 
{ 当 ConBH 为 空 集 时 ， 上 式 右 祷 理 解 为 0.) 
6. 设 吕 二 HK,H,K 均 为 G 的 子 群 , charF IG|. n ¢ cf (HH). 
证 明 : 
(0 = (a) . 


7， 证 明 Frobenius 至 点 律 到 轴 了 类 证 数 的 请 导 ， 即 车 EE 
of (CH 9 EE cf IC 且 满足 


(7 ,£) 0 一 (1, Ep jn, vwE 本 cf (0 ). 


则 妇 二 六 ,其 中 char 五 了 IIG 且 下 是 加 的 分 型 域 . 
8， 证 明 S4 的 2 维 不 可 约 复 表 示 是 单项 表示 . [提示 : 考虑 
44 的 1 次 表示 .] 
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83 Mackey 的 子 群 定理 


设 五, 玉 是 的 子 群 ，(1T.p) 是 的 FfF- 表示 .本 节 的 目的 
是 确定 请 导 表示 六 在 天 上 的 限制 表示 (p );， 
3.1 设 o9EGQ. 今 3 := gHg 1. 则 3 :二 (WW,sp) 是 5 吾 的 站- 


表示 ， 其 中 
9p(x} := plg iro. vr eH. 


称 3W 是 (Tp) 的 具 罗 表 示 . 


3.2 设 品 尽 G 的 (KH) 双 陪 集 的 一 个 代表 系 ， 即 五 ECG 县 有 
无 交 并 
全 二 U kad. 
nt 
对 a ED, ?WW 是 清 的 FF- 表示 ， 将 其 限制 在 子 群 “HNK 上 ， 
上 是 我 们 得 到 诱导 表示 ((*W ,jnr) . 
定理 (Mackey 的 子 群 定理 ) 存在 FK- 模 同 构 


(Wx = PE nx ); 


ttED 
并 且 fferr)。 )” 并 不 依赖 于 万 的 选取 ， 即 若 KEH = Ka#, 则 
有 FK- 横 同 构 


(TH ) (WW)ong) . 


注 上 述 定理 将 矿 ” 在 KK 上 的 限制 表示 归结 为 若干 KK 的 子 
群 “HNK 的 表示 (* 印 ),,, ,x 的 诱导 表示 的 直 和 和， 这 种 递 妇 的 意 
义 是 不 言 自明 的 . 
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证 设 {kaj|11<j<ro) 是 上 关 ]*HNE 的 左 障 集 的 一 个 
代表 系 . 则 {Ea|1 <7<r} 是 Ka 中 的 左 陪 集 的 一 个 
代表 系 ， 妇 有 无 交 并 


Ka = (koi 四 再 JU (kaon - oH. 
(请 读者 自 证 . ) 由 此 妈 得 G 羌 上 二 的 堪 陪 集 的 代表 系 
{kny -a laeD, 1<7< ro). 
二 是 由 请 导 表 示 的 刻画 得 到 fF- 空间 的 直 和 分 解 


W =FG&®a t=OB OB aod, W). 


aED li 和 Tr 


令 W{la):= 起 (kija 人 Gry HWY). 则 


1 jra 
Wo) = F(RKaH) 人 W. 
由 此 看 出 不 (oa) 是 下 的 到- 表示 . 只 要 证 明 有 左 FK- 模 同 构 
Wl(a) (CW) nr) (9 
注意 到 你 (a] 在 “五 门 必 上 的 限制 表示 有 子 表示 a 四 ma 研 ， 
而 且 有 左 F(CH NK)- 模 同 构 a 名, 他 ~ 2W， 事实 上 ，Yx = 
aha-! E ?HMNK, 其 中 大 E 瑟 ,出 由 定义 有 
ra By WF ER Bopp WO= A Rs 山 
=a Bp PRY, VY € WH, 
zw = pw = pla raw = pthjw, vw ET 
这 表明 映射 a 多, 六 中 是 a 区 0 到 ?WW 的 FC8NA)- 模 同 
构 . 
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因 HWia)= BDB Rifae 四 全 ) 且 fy|11<<sro 是 天 


[| 
关于“ 末 门 瑟 的 左 陪 集 的 代表 系 ， 故 由 定理 1.5 即 得 (*)， 
最 后 ， 若 KBH 二 KaH, 则 巾 上 述 证 明知 


CD, ) WB) = F(RDH) Ben W 
= F(KaH) &ry W = Wha) 
s (Fena) - 0 
令 x 是 p 的 特征 标 。 则 “I 的 特征 标 为 *x: “五 一 五 ,其 中 
axX(z] ~ xtaT lra), Yre"H. 
于 是 得 到 上 述 定理 的 特征 标 形式 .: 
3.3 推论 延 用 上 述 记 号 ， 则 
(Jr = DO (oOoenx) 


a 上 
注 读者 可 将 上 述 v 换 成 王 上 的 任 一 类 应 数 ， 相 应 的 公式 仍 
成 立 . 
在 定理 3.2 中 令 玉 == 吾 <G, 即 得 到 
3.4 推论 设 吾 GG. 则 有 FH- 槛 同 构 


(W ODT 


六 
其 中 R 是 G 关于 FH 的 左 陪 集 的 ~ 个 代表 系 ， 其 特征 标 形式 为 
Cs = > x. 
号 实用 


这 表明 正规 子 群 玉 的 表示 (YY, p) 的 诱导 表示 WH“ 在 #H 土 的 限制 
恰 是 环 的 全 部 共 轿 表示 “ 研 ， 4 € R, 的 直 和 和 . 
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在 定理 3.2 中 取 下 是 万 的 单位 表示 二 , 则 得 到 
3.5 推论 。 有 FFK- 模 同 构 


(1 )s = 和 1。 
te 
3.6 设 X 是 五 的 下 -特征 标 ，7 了 是 五 的 开 特征 标 . 子 群 定理 
和 Frobenius 互 反 律 也 为 计算 (x ,7 )。 提供 了 递归 的 公式 . 事实 
上 ， 设 cnar 站 | 它 |, 则 


0 
= (1, (x ) 
Sn (Oar) xk 


外 


立 Sd 避 
一 DW png (Oa gng eing 
ED 
习 ” 题 


1. GG 的 单项 表示 在 子 群 五 上 的 限制 有 是 百 的 单项 表示 的 直 
和 . 

2， 设 charF = 0. 证 明 ， (1 二)。 等 于 G 的 (K,H) 双 
陪 集 的 个 数 【 当 就 也 是 加 的 ( 百 , 乓 ] 双 陪 集 的 个 数 ]. [提示 : 利用 
Frobenius 互 芭 律 和 Mackey 子 群 定理 .|] 

3. 设 charF |G|, 五 , 玉 是 避 的 子 群 ,#7 E cf (HH), € € cf,(K). 
则 

Or = DDemng) ; 


立 亡 口 
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二 
(no = DY (osm ennn pn 


aED 
其 中 史 是 的 (KK, 惠 ) 双 陪 集 的 代表 条 ; "nn E cfe(2 瑟 )， 其 中 
anfr) = 907 lra), Yr < 万 . 
4. { 模 的 Frobenius 互 反 律 的 另 一 种 形式 ) 设 百 是 如 的 子 
群 ， 邮 是 FG- 模 六 是 天 万 - 模 则 有 天 线性 同 构 


Hom - .1AT， N') ~ Hom (M,N). 


[提示 : 对 于 Yp € Homsc (M， Ny, m € M, 在 在 € Homy (M,N) 
使 得 plm) = Dg ® im), 其 中 {qn 二 了 9r} 是 曲 关 于 二 的 
左 陪 集 的 一 个 代表 系 ， 证明 91 € Hom (M,N) 有 0; = 0197!] 

5.。 ( 交 结 玖 定理 ) 设 惠 , 玉 是 局 的 子 群 ， 讲 ,N 分 别 是 了 FG- 
模 和 FH- 模 ， 叫 是 日 的 ‘日,K) 双 陪 集 的 代表 斥 - 则 有 F- 同 构 


屋 起 
Hom (M,N ) DP Homp .gnaro (M,N): 
立 万 了 


并 且 ,， 基 VEG,T-iy 二 4, 则 有 下 - 同 构 


Hom (® MN) Homy, pna so (M,N). 


FI2HMYK' 
[提示 : 利用 子 群 定理 、 Frobenius 互 反 律 和 上 一 题 的 结论 .] 

6 设 斑 是 特征 零 的 域 。 吾 , 玉 ， 用 ，N, DD 同上 ， X1X2 分 
别 且 1, 的 特 在 标 . 到 


fr Le 
(Xi ,xz je 一》 (XiyX2]anar， 
ntED 


[提示 利用 上 一 题 的 结论 和 引 理 工 2.4(i 


208 妖 与 代数 表示 相 论 
81 诱 尽 表示 处 可 约 约 判 下 


前 面 已 看 和 到， 即使 单项 表示 也 未 必 关 可 约 . 相 节 给 出 诱导 表 
示 的 不 可 约 性 判别 法 则 . 

称 G 的 两 个 F- 表示 M,N 生 不 相交 ， 若 M,N 没有 共同 的 
不 可 约 直 和 项 ( 同 构 王 意义 的 ). 当 char = 二 站 时 ， 由 Maschke 定 
理 和 第 一 正 交 关系 知 Mf 与 NW 筷 不 相信 当量 仅 当 (x Xn)o = 0. 

设 占 是 G 的 子 群 ，( 证 让 是 上 的 让- 表示. 则 sp 是 8H = 
9Hg ! 的 F- 表示 ， 丁 是 得 到 p 和 ?p 在 如 站? 入 上 的 限制 表示 
panan 和 Mp) nen: 


4.1 ”定理 (Mackey 的 不 可 约 性 法 则 ) 设 charF=0 且 是 GG 与 
百 的 分 裂 域 ， 则 p” 不 可 约 当量 仅 当下 述 两 条 成 立 : 

(i) pp 不 可 约 ; 

(i 对 任 一 9 EGG 一 吾 pn 和 196) 生 不 相交 ， 

证 设 x 是 p 的 特征 标 . 对 于 任 一 GE 如 - 呈 , 取 所 的 ( 呈 , 万 ) 
双 陪 集 的 一 个 代表 系 Dy 使 得 ge Ds. 由 3.6 若 | 


[时 站 
(Y ， 扎 ] 一 > (Xrna hk Xrap ) si 


a Ds 
= DXinen) ne: 
aE Doar 
国 为 (xxvja > 0, 元 由 定理 .2.8 知 | 
p 不 可 约 后 (x ,x =1 
XN) = (near (Njsran)poen = 0 
Tae Do,aF 
会 不 可 约 量 pjiovn 和 Pp}ynst 芋 不 相 矢 ， 
vyeEG—H. 口 
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注 上 述 定 理 中 ， charf = 0 可 减弱 成 charF GI， 不 过 
证 明 要 用 到 Mackey 的 张 其 积 定理 (可 人 参见 [CR2], p.240; 或 [C5]， 
p.158). 

若 总 aqG, 且 定 理 4.1 中 条 件 人 成 立 ， 则 条 件 {说 等 于 说 

“pp Ye- 吾 "， 因此 得 到 


4.2 推论 设 4G, pp ERE(H), charF 0 且 F 是 G 与 是 的 
分 裂 域 ， 则 p” 不 可 约 当 旭 仅 当 p 不 可 约 且 p 闫 9p, Yag Ee GH. 


4.3 推论 设 charF =0 且 FF 是 G 与 开 的 分 裂 域 po 是 
G 的 单项 F- 表示 , 其 中 o 是 吾 的 1 次 表示 . 则 p 不 可 约 当 且 仪 
当 对 省 住 一 ge G 一旦 , 存在 he HN ? 吾 使 ath) 冯 olg "hg). 


下 面 我 们 利用 诱导 特征 标的 不 可 约 判 定 法 则 给 出 某 些 群 的 不 
可 约 特征 标的 信息 ， 这 些 群 包括 57 中 要 讨论 的 Frobenius 群 .为 
此 先 给 由 Brauer 的 一 个 定理 . 


4.4 ”定理 (Braucr) 设 charF WIG| 有 生 久 是 如 的 分 裂 域 . 设 和 4 是 
一 个 群 ， 且 4 在 rs(G) 和 G 的 共 思 类 集合 6 上 有 一 个 作用 ， 满 
足 恕 下 条 件 : 


(ax)laC) = x(O), vae€E 1, xELrG, CE 
此 处 XC) 指 类 函数 X 在 类 忆 上 的 值 ， 则 
{x ElIrrG lax=x} =HCef|lac=cC}), vae 4. 


证 令 芷 是 局 的 下 -特征 标 表 作 成 的 矩阵 . 则 a € 和 4 在 Irr;G 

和 上 的 作用 分 别 引 起 XX 的 行 与 列 的 肾 换 ， 将 x 所 在 的 行 置换 
到 ax 所 在 的 行 ， 将 C 所 存 的 列 管 换 到 aC 所 在 的 列 ， 此 存在 唯 
-的 置换 阵 Tta) 和 2Z(o), 使 得 Y(a}X 等 于 对 六 衣 行 了 a 引起 的 
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行 置 换 后 得 到 的 新 窍 阵 ， 针 Z(a) 等 于 对 蕊 施行 了 a 引起 的 列 置 
换 后 得 到 的 新 兴 阵 .因为 
(ax = xtaT OO), vx Er Cet, 
故 
Yla)X = XZ(a ). 
由 特征 标的 止 交 关系 知 于 是 可 道 窜 阵 ， 从 而 Yla) 与 Za 有 
相同 的 迹 ， 而 Yta) 的 迹 等 于 被 置换 a 固定 的 行 的 个 数 ; Za 0) 
的 迹 等 于 被 置 搞 e-! 固定 的 列 的 个 数 . 因此 即 得 
{x EIrG|lax=x}=|{C etlaT C=0) 
= |{C eff|ac = }. 口 


4.5 设 吾 JG 则 GG 可 作用 在 Irrs 和 五 的 共 示 类 集合 f 上 
(注意 ， 是 五 的 共 示 类 的 集合 而 并 非 豆 的 共 斩 子 群 的 集合 ): 
Vg EG, WEI H, CEr,EX 
gp := 3 gC = {9r9 | x € 0}. 

下 述 定理 给 出 了 满足 某 类 条 件 的 群 的 特征 标的 性 质 , 它 在 87 中 有 
应 用 . 

定理 设 H4IG, CMDCH,VviheBH. 设 charF=0 且 
下 是 G 与 H 的 分 裂 域 . 

站 车 1 weEIr FH, Wy eIrr.G. 

{说 若 x € IrrG 且 厂区 Kerx ， 则 存在 吵 € Irrn 里 使 得 
X= . 

证 名 由 推论 42 知 ， 欲 证 区 ”不 可 约 ， 只 要 证 明 sw 关 
网，Yg9eEe 一 五 , 即 要 证 明 Yg < 一 五 .有 


(PELlrG lp = p= 11 }= 1. 
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由 定理 4.4 知 只 要 证 明 
(Cetlgcg =CH=1i 


即 可 ， 即 要 证 明 若 CC 关 1{1}, gCg 1! CGC, YgeEG—H., 

取 1 了 heEC 则 上 gCg !， 洛 则 ， 存 在 x E 五 使 得 
瑚 = g(rzhz 1)g +!, 即 gr ECo(h) CH. 故 ge 晴 . 矛盾 ! 这 就 证 明 
TOAFyCg™. 

(让 设 x€ LrG, HERKerx. 如 在 在 加 ElrrpH, yA1; 匡 
少 是 x 的 不 可 约 分 支 , 于 是 由 Qj) 知 六 € FrsG. 再 由 Frobenius 
互 芭 律 知 (Xx, 信 )】 = (xs 攻关 0. 这 迫使 x 一”. O 


习 
1. 设 下 是 有 限 域 ， 口 一 5L2t 了 ), 即 玉 上 行列 起 为 1 六 2 阶 


拭 降 章 来 法 群 ， 日 症 口 的 上 对 角子 群 . 命 忆 :1 二 局 ”是 一 个 
群 同 起. 设 Xe 是 百 的 1 次 特征 标 ， 其 定 交 为 


他 b 加 Y 好 四 末 
Xu 0 a 一 名 (人 0 1 。 


证 明 : 车 了 关 1 则 各 是 G 的 不 可 约 特征 标 . 
2， 利用 推论 42 重新 结 出 二 面体 群 妃 , 的 不 可 的 表示 . 


85 Clifford 定 理 
5.1 ”定理 (Clifford) 设 下 是 任 一 域 ，[(Vip) € HG, N44G. 


(Vpw) 是 六 的 完全 可 约 表示 ， 和 且 Pp 的 不 可 约 直 和 项 均 
互相 共 辊 且 重 数 相 同 ， 记 为 闷 、 
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(和 设 og 是 p、 的 -个 不 可 约 分 支 . 令 Gu = {9&G|?o 全 oo}. 
MG, 2 N,H me errG,, pe (mao). 


特别 地 ， 若 Gs = 加 则 p= rao. 


注 当 Gs 关 GG 时， 上 上述 定 理 表 明 p 是 真子 群 Gs 的 不 可 约 
表示 mo 的 请 导 表 示 . 


证 人 0 设 U 是 ps 的 不 可 约 子 模 , 将 pv 在 UV 上 的 限制 记 为 
7 则 对 9U 是 (Wp) 的 子 表示 ,因此 了 = 习 90- 因为 
了 Er 


ei 


nfgU) = gtg no CoU, ynewn, 


故 gU 是 NN 的 F- 表示 . 将 p, 在 gL 上 的 限制 记 为 oo 则 ff: 
UU EU 是 (C90) 和 (g0,o') 的 NN- 模 同 
移 . 于 是 (Vp,) 是 六 的 不 可 约 表示 的 积 ， 从 而 pv 旦 克 的 完全 
可 约 表 示 ， 且 其 不 可 约 分 交互 相 共 圈 . 

将 (Wp) 写成 PD 的 形式 ， 其 中 页 是 pw 的 所 有 互相 同 
梅 的 不 可 约 分 支 的 直 和 ， 称 为 pw 的 齐 次 分 交 ， 则 Fi 是 者 干 gU 
的 直 和 , 注意 到 若 m5U 与 gzU 是 同 构 的 N 的 表示 ， 则 glg10) 与 
g(t920) 水 是 同 构 的 N 的 表示 . 这 就 推出 如 通过 作用 在 pw 的 齐 
次 分 支 的 集合 上 ， 和 并且 这 一 作用 是 柯 迁 的 ， 即 Yi,j, 均 存在 g&€ G 
使 得 gi = 芒 . 从 而 推出 pw 的 不 可 约 分 支 均 有 相同 的 重 数 ， 

(ii 显然 Go 是 如 的 子 群 . 对 于 任 一 mnE NNN, 直接 验证 可 知 映 
射 了: (Eo) 二 (Ung), 其 中 Fu) = nw YuEU, 是 {Ua) 到 
(2 rc] 的 N- 模 同 构 ， 这 表明 NN C Go. 

令 1 是 pv 的 所 有 与 人,e) 互相 同 构 的 不 可 约 分 文风 直 和 、. 
则 有 NN- 模 同 构 15 兰 mxU. 注意 到 和 b= 3》 gU ,因此 WW 是 GG。 


gECGeo 
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= or 


ELT i=1 jeeifry 


i 二 1 EO 
= gilh 
i 二 1 
= BD lh. 
i—1 
从 而 由 定理 15 知 站 = 1, 即 p 衬 (mo) . 因 p 不 可 约 , 故 
mo Er Ce， 口 


利用 Clifford 定理 可 以 得 到 有 限 群 不 可 约 复 表示 维 数 的 叉 一 
信息 ， 它 是 定理 IL6.8 的 推广 , 


5.2 定理 (ftoj 设 吕 exyxeErmnroec 若 x 有 1 次 不 可 约 分 
支 , 网 Y | IC 
证 设 x、 有 1 深 不 可 约 分 支 &. 则 由 Cliforq 定理 知 


A = :Gm (degp) = [G6 :G4 -mn 


令 7 了 = miETIreGe 则 1 三 站 IE 三 下 = YE 
从 而 ne 2(09). 即 和 NC 2(y), 由 导 题 II.6.4 逢 


Y1) | [Gn : 20%)] 


从 而 mm | [Gy :N], 1 是 xD |G :GG, : N), BE xtl) | IG :NI]. 
口 
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5.3 推论 设 N<4G 晶 NN 是 Abel 群 则 GG 的 任 一 复 表 示 的 维 
数 整除 [G : N]. 


习 题 


1. 设 挛 四 GPpEEr RN charF =0 且 下 是 GG 与 入 的 分 腊 
域 ， 证 明 ; 
p ERrG — G,=N. 


[提示 : 利用 推论 4.2.] 

2. (BlichfeJldt} 设 入 JG 且 NN 是 Abel 群 有 NF ZG), pe 
IrriG 且 pp 是 电 实 的 . 设 玉 是 入 的 分 膝 域 .证 明 p 是 GG 的 某 一 
真子 群 的 不 可 约 表示 的 请 导 表 示 . [提示 : 令 g 是 p、 的 不 可 约 分 
支 , 证 明 Gs 关 G] 

3. 设 亦 CpGEIrreC 则 单位 表示 1v 是 pw 的 不 可 约 分 
支 当 且 议 当 NN C Kerp. 


设 N44G, 上 是 G 的 子 群 . 若 G= NB 有 是 NNFH = {1}, 或 等 
价 地 ， 中 任 一 元 可 唯一 地 写成 np 的 形式 ， 其 中 n€ N,he 五， 
则 称 妇 是 交 与 五 的 半 直 积 ， 记 为 皇 = 六 >4H. 

本 节 总 假设 GG 二 NN >I8H 有 HN 蚌 Abel 群 ， charF=0 且 
F 是 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 我 们 要 证 明 G 的 不 可 约 F- 表示 
可 以 由 五 的 某 些 子 群 的 不 可 约 F- 表示 构造 出 来 ， 这 通常 被 称 为 
Wigner 和 Mackey 的 “小 群 ” 法 . 


6.1 下 为 六 是 Abel 群 由 引 理 I7.4 知 六 的 不 可 约 F- 表示 均 
是 1 维 的 . 因 六 JJG, 故 如 在 集合 Irrs NN 上 有 作用 
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gpi=9p, YgeEG, pelkrN. 
设 {p1,….prx} 是 rs 的 互 .轨道 的 一 个 代表 系 . 令 
Hi={heB., "ppil. 
记 是 1 次 的 ， 故 “六 尝 P 当 且 仅 当 “pi = pi. 

邻 G 二 NW 于 i. 定 浆 启 : Gi 二 了 *', 其 中 六 (mh) = pi(n), Yne 
NhE HH. 则 易 验证 高 是 Gi 的 1 次 F- 家 示 (将 验证 细节 留 给 读 
者 ). 

另 一 方面 , 设 ( 钱 , 了 ) 是 Hi 的 不 可 约 六 表示 . 因 Ga 人 兰 豆 ， 
上 区 是 Gi/N 的 不 可 约 F- 表示 ， 将 其 提升 为 G; 的 不 可 约 表 示 
(WB), BE Bn) = Wh), Yn Ee Nh eH,. 

作 遍 与 他 的 张 量 积 ， 得 到 G 的 不 可 约 寡 示 赢 名 坊 , 从 而 得 
到 诱导 表示 

Giy := (Fi BR). 


6.2 ”定理 延 用 上 述 记 号 ， 则 有 

(BB = 

GD) FreG = {Bw | WE EreH, <i<r}. 

从 而 由 G 的 子 群 Hi 的 不 可 约 表示 与 NN 的 不 可 约 表 示 便 可 
构造 出 如 的 全 部 不 可 约 表 示 . 

证 个 设 {fu 有,…,Wthy} 是 的 (N,G;) 双 陪 集 的 一 个 代 
表 系 ， 其 中 nj; E Nhj EHH. 则 {人 1,… ;ht} 是 GG 关于 Gi; 的 左 陪 
集 的 一 个 代表 系 {请 读者 自行 验证 ). 因 N <4 G, 故 有 


G = UnacG:= UJ hyNHi = LU Nis 


32=1 3 三 1 了 一 二 


t 
=N (v wn) ， 
7 二 1 
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从 而 形 二 U hj 关上 HH, 的 左 陪 集 的 一 个 
1=1 
代表 系 .。 本 是 Hp; = 生计 是 pi 的 态 - 轨道 . 
注意 到 人 Gin = 入， 由 Mackey 的 子 群 定理 得 到 8 
人 往 六 上 的 限制 为 


了 


Gi) = (Bs) =P "GD) . 


1:=1 


nz 方志 区 ) 的 表示 空间 为 ST 三 全 .对 于 任 一 ne N, 因 
和 a | 悦目 冯 aoC. 故 有 


nnyhy) 
= (FX (hy 2) 
= (ip)(n)e (hy nh,) 
= Cas % (1) 


= (tip, 3 1w)(n), 


从 南 (Bi,w)n = (@ "| 名 1w, 这 里 1w 指 (VT, lw). 
;二 1 
股 有 G- 模 同 构 六 全 负 .w 其 中 WW) 是 Hi 的 不 可 约 表 
示 ， 则 (6;.w), 的 特征 标 为 


1 
了 一 ] 


(Bi ,Er! ) 的 特征 标 为 


下 


-2 (i pi ydimn,. ff ， 
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此 处 为 避免 复 琛 的 记号 ， 代 用 p, 表 寺 挛 的 特征 标 ， 因 此 
(= GX =7tdim, WO 


若 ij 关 可 则 pi 的 HH- 轨道 与 pi 的 五 - 畏 道 亦 为 空 集 ， 于 是 由 正 
交 关 系 知 (加 py 和 pi) = 0, 从 而 (xx = 0, 矛盾 . 

剩 干 只 要 证 : 若 8 兰 矶 oo 蜀 吕 兰 党 . 

设 & 的 表示 空间 为 则 下 一 下 人 有 ro (下 品 政 ) 令 


i= {re [dvtn}v = pn)v, vn enNl). 
则 易 验 证 1 是 BH; 的 了- 表示 ， 避 实 上 ， 设 he Hi,v€ Vi, 则 有 


Bi tm) (ho) = iv(n)0 eth) ov 
= vw (nh 
= 0 .0 hn)e 
EZ gypih- nh)y 
= hp, (nO lh) 


一 Pil he), 


这 里 用 到 上 -inh ee N 有 是 pi(n) 是 信和 飞 以 及 ?pi(n) = piln). 这 表明 
hv Ee Vi. 

下 面 谷 证 有 已- 模 辣 构 本 们 (和 办， 设 你 的 一 组 基 为 
mj 是 VY 的 一 
组 基 . 

设 5 = TAU 多 18w) EV, 其 中 Aj € 下 则 对 J n€EN 

A 
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dis ln)(y) = 之 ji(nAi 多 1 Bw) 

= Si (hi & hy inhy(l & wr)) 

= Sa pithy nhj)l 攻克 [ao 
i 

一 2 Na Pit) 1 wn). 
i 

比较 系数 即 可 知 : vw € Wi 当 且 仪 当 
Ai — piln)) = 0 Yi,L. 


设 hi 一 1， 则 当 7 了 了 关 1 时 ，h; Hi， 施 存在 nEN 使 
pi(n) 一 pifn) 关 0, 这 推出 和 Ny: = 0. 这 就 证 明了 ww EW 当 朋 仅 当 
v 一 (1 名 1 wi). 

令 站: 夺 二 研 , 其 中 了 (1 名 1 名 册 ) = wy 则 直接 验证 可 知 f 
是 豆 - 模 同 构 ， 我 们 将 证 明 的 细节 留 给 读者 . 

若 ( 吧 让 光宇 人 让 o, 即 存在 8- 模 同 构 g: WV 二 VW', 则 按 
上 述 方法 同 理 可 构造 他 和 Fi- 模 同 构 人 衬 W'. 只 要 证 明 9 也 是 
Wi 到 太 的 HH:- 模 同 构 就 可 以 推出 全 衬 WW' 有 即 灶 实业 

为 此 ， 设 ve WW,n EN. 则 


i,w (RR) (90) = 90,.w (1) ly) 
= gpilri)v 


= pin) (gw). 


即 gv € VW. 这 就 证 明了 (0), 
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(i) 首先 利用 Mackey 的 诱导 表示 不 可 约 判定 法 则 证 明 bw 
不 可 约 . 呈 要 证 明 对 十 性 一 g EG (9) := 一 Ginmoei 的 两 个 
特征 标 (高 史 )。 ,与 ?[( 遍 田 。,。 瑟 不 相交 即 可 ， 此 处 仍 用 表示 所 
来 记 相 应 的 特征 标 . 为 此 只 要 证 明 (所 名), 与 ?加 )、 瑟 不 相交 即 
可 ， 对 于 人 尾 一 ne N, 有 


(Bd) nm) = Bn pn) = prt) (1) = (dim, W)pi(n); 
9 (Pip) tn) = Pilg ngiig lng) = (dimp WY ?ps(n). 


因 g ¥ Gi, 故 9 gg Hi, Bh 9p; pi, 故 


(Bi, ?BB = (Cdimy WW ) po, (dims W) pi , 
= (dimep W)’ (pi, ?pi)w 
=0. 


这 就 证 明了 9i.w 不 可 约 . 
为 了 证 明 rj.G = {vw | re， 1 之 之 7?), 根据 推论 
I.6.3, 只 要 证 


dim bi}? = |G. 
i 


因 汶 {p pr} 是 Tree 的 于- 轨道 的 代表 系 ， 且 IHp:;| 一 [五 : 
Hi = 二 [多 :Gi], 战 有 


IN| = 2 加 : Hil. 
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从 而 


dims 0..) 二 人 > [G:G (dg) 


tt lI elrre nr, 


-YI 9 dgey 


wclrr, 万， 


一 > [ 百 : HJ :|Hi| 


习 题 


1. 利用 定理 6.2 计算 二 面体 群 D, 、 对 称 群 54 与 交错 群 44 
的 复 特 征 标 表 ， 


87 Frobenins 群 


本 节 计 论 Frobenius 关于 有 限 群 结构 的 :条 定理 .人 除了 特殊 
情形 这 一 定理 至 今 尚 无 纯 群 论证 明 ， 因 此 它 被 认为 是 特征 标 理 论 
在 结构 理论 中 应 甲 的 又 一 典范 . 

7.1 定义 右 眼 群 G 称 为 Frobenius 群 ， 如 果 存 在 和 的 非 平凡 


的 子 群 满足 HMIH = {1), YryeEG- 称 吾 为 G 的 -个 
Frobenius 让 ， 
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不 难看 出 ， 若 下 丰 让 obenins 群 的 Froberiins 补 ， 央 #4 也 是 
的 Frobenius 补 ， Yo EEG. 

车 G 禽 有 2 阶 元 7 了 有 是 Cr) 二), 则 GG 为 Frobemius 群 且 
(为 如 的 Frobenius 补 . 例如 ， 二 面体 群 


Domil = a.6 | emtl op = tad), m>1, 


是 以 { 隐 为 Frobonius 补 的 Frobruius 祥 . 


7 了 .2 ”定理 (Frobenins】 没 G 是 以 开 为 Frobonius 补 的 Frobenius 
群 则 存在 G 的 唯 -的 正规 子 妊 > 使 得 所 = NN >I8. 称 N 为 
全 的 一 个 Frobrnius 校 . 

证 令 六 = (<- (J | U1{1l}. 租 证 四 = NN >4H. 


yEG 
第 一 步 IN| = [G :HIl. 
事实 上 , 由 Frobenius 补 的 定义 知 六 (五 ) = 五 . 故 愉 有 [IG :要 
个 互 异 的 总 的 共 弧 子 群 ,这些 共 统 子 群 两 两 之 误 均 为 {1}.， 故 


Us 五 共 售 有 [G :HI(IH| 一 D+1 个 元 素 . 于 是 
gE 


{N= -= [G6 : HHI- 1) = [G6:H). 


第 二 步 ” 车 6 是 日 的 复生 类 函数 日 80) =0, 则 (6 ),=6. 
事实 上 上， 和 晶 定 沁 铸 | 


: 1 : 
a (9) = [HT 》 tla ga), Yo E 
7 


战 0°(1) = [Bo0) -0 对 ] 任 一 heHhz1 若 naeEGOH 


oha eH 则 he TN FH. 用 Frobenius 补 的 定 疼 推出 we 起. 十 
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江 


0° {h) = 部 》 da ha) 


在世 站 


一 1 > Bla lha) 


| | NEC thaEen 


二 画 > da lha) 


de 二 


二 而 ba Qfn) 


立 亡 二 
= 所 及) 

第 三 步 ” 构 造 特征 标 之 差 ， 构 造 N*. 

设 yw ERroH, 令 = yp 一 wp(1)1s. 则 由 第 二 步 知 人 js 一 
令 

的 ”一 8 十 Pp{l)1,. 

则 pg* € cho(), 即 G 的 复 特 征 标的 整 线性 组 合 的 集合 ， 于 是 mm 
是 不 可 约 复 特征 标的 整 线 性 组 合 ， 由 Frobenius 互 反 律 知 


(pp) = (0 ,0 ), +22(0)(0 ,Lo 十 公章 
= (6,0), + 2¢{1) 08,1) + (1) 
= (p,p) ~ 220) 1 Fp (1) + 2p(1) (9p, 40) 
— 2p (1 ls) + 2 (1) 
二 1， 


从 而 wp* 二 土 X; XX EIroG, 又 因 of) 一 p>0, 帮 ww € roG, 
且 《Pa = 


今 WY* :一 门 ” Keryp*. 刚才. 
Elrr ,rn 
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第 四 水 六 "= 六 
设 产 E 入门 瑟 . 则 


P= P=) = rl) vy € LrroH, 


即 hRe 站 Kerw = {1}(3[l 理 11.5.1). 从 而 N*NEH = {1}. 又 因 


PELrre,H 
rr <] 他. 故 NAN*m 3 二 位 上 从 而 M+ C Mr, 
反 过 来 ， 设 上 天 了 工 E 冲 . 则 了 有 出 59 入， 于 是 由 诱导 特征 标 


的 定义 知 六 (x} = 0, 从 而 or*fz] = 1) = = (1)， vp E Frr 五, 即 


TE 自 Kero*= ww 这 表明 入 CN 从 而 入 =N*. 
welrr..H 


第 天 莹 由 六 的 构造 知 和 NNMH={i}N=N*4dG,G=NEH, 
如 安 = >aH. 


车 MaC 且 G@G= NN >aH, 则 N’'N U | 二 {1}. 故 
fr 


RCR 而 | = 虑 : 刀 = 人 YL 改 六 = 六 这 就 完成 了 定理 的 
证 明 . 口 
注 ”Frobenius 定理 的 证 明 中 使 用 的 方法 可 被 进一步 拓展 有 有 
许多 上 应用， 有 兴趣 的 读者 可 参见 Itaacs 的 书 上 中 第 7 章 . 
Frobenius 定理 可 以 用 置 措 群 的 便 言 重新 叙述 . 为 此 ,首先 注 
意 到 如 下 观察 : 


7.3 引 理 G 是 Frobenius 群 当 旦 仅 当 存在 有 限 可 迁 G- 集 XX， 
其 中 | 区 | > 1, 使 得 相应 的 复 置换 表示 的 特征 标 x 满足 

(DD x < 1, vl#9eo: 

(i Gr := {gEG| or = 7r}A{1i}, YYrE 

证 充分 性 : 因为 上 G 在 评 上 的 作用 是 可 迁 的 , 故 对 于 任意 的 
7,y EX, 稳定 子 群 Gs 与 Gy 是 共 范 的 . 任 取 EX, 令 人 H= Gz. 
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因为 |X|> 1 瑟 是 Ge 的 非 平凡 子 群 ， 因 为 
XIg) = {yeE XToy = VyEG. 


故 条 件 0) 表明 G 中 任 一 非 单 位 元 9 全 多 岗 定 六 中 一 个 元 ， 册 
此 圭 接 可 以 验证 局 足以 五 为 Frobenuius 补 的 Frobenius 群 ， 事实 
上 , 设 1 关 heHBN?H. 故 gihgeH, 从 而 


hr=x, (9 Nr = x, 


即 产 本 固定 > 又 固定 gr. 从 而 必 有 + = gr, 即 g€H. 

必要 性 : 设 忆 证 以 如 为 Erobenius 补 的 Frobenius 群 . 令 访 
是 如 关于 五 的 左 陪 集 的 集合 则 |X > 1 和 且 G 可 迁 地 作用 在 入 
上 . 对 于 任 一 + 二 gH & 尽 , 有 


Gr= {heEG|hr = 7} 
={heGlg ngeH) 
= 3H {1}. 


车 9g 弃 固定 六 中 元 qu 日 又 固定 gs. 则 gE 名 HN 由 如 是 
Frobenius 补 关 9 三 1. 这 就 证 明了 {0. 口 
由 引 理 7.3 立即 得 到 定理 ?7.2 的 穴 近 群 描述 . 


7.4 推论 设计 是 有 限 可 迁 G- 集 和 | 六 | > 1, 相应 的 特征 标 x 
满足 
x <1, vig9eEG. 
则 交 =f1EG1x(g 人 =0u 是 习 的 正规 子 群 且 六 是 天 的 可 
迁 团 换 群 . 
证 首先 注意 到 六 恰 是 G 中 所 有 没有 固定 点 的 元 素 的 集合 
各 单位 元 的 并 集 ， 因 此 ， 车 G; = 位}, Yr ER 六, 则 NN = GG. 和 车 存 
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在 Gi 闫 1}), 则 Gy 关 和 }.Yy € 训 ， 则 由 定理 7.2 的 证 明知 安 是 
以 GG 为 Frobenius 六 的 Frobenius 群 ， 相 应 的 Frobenius 核 为 


N’' = (- LU ce U {1} 


站 全 全 


= (c- 国 6 ) Uf{1}. 
EC 

因 G 在 访 上 的 作用 可 迁 ， 战 有 (注意 ， Gyz 与 Gz 共 轮 ， 从 而 

Cor ¥ {1}) 


N’' = (= 国 6, | J {1} 


yEN 
={9€G |x(9) =0} U1{1} 
一 NN. 


内 而 六 二 和 NG, 又 人 = wwG- 故 六 在 瑟 上 的 作用 也 是 可 迁 
的 . 口 


最 后 ， 我 们 讨论 Frobhenius 群 的 特征 标 . 


7 了 .5 命题 这 殷 下 以 互 为 Frobenits 站 的 Frobenius 群 ， 六 是 
相应 的 Frobenius 核 . 设 charF=0 且 下 是 G 与 六 的 分 烈 域 . 则 

四 Com CN WAnenN. 

(0 设 x EK,G 且 Kerx 有 NN. 则 存在 werN, 1、 
使 得 yx 一 名 .反之 , 车 weElrrN, wz1v; 则 Ww € IrrG. 

证 站 设 1 关 ne€EN. 若 C6(n) ZN, 则 由 定理 7.2 的 证 明知 
存在 ge 好 使 得 

CMH 天 1 
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取 1TECInNNsH, 则 ze 938M Hw {1}. 蔬 肝 . 
(由 人 和 定理 4.5 即 得 . O 
注 没 xEe Irr .会 . 若 Kerx 了 六, 则 YEIrr 五. 从 而 Frobe- 
nius 群 忌 的 后 -特征 标 完 全 出 其 Frobenius 补 吾 和 其 fFrobenius 
核 NN 的 FF- 特征 标 确 定 ， 


习 题 


1. 证 瑟 是 有 限 域 加 是 所 有 -如 下 有 形式 的 上 且 射 日: 五 一下 的 
集合 : 
Bla) 二 a +o, YrerF 


其 中 4,be 瑟 a 关 0. 证 明 三 对 于 丙 射 的 合成 作成 一 个 Frobenius 
群 . 求 如 的 Frobenius 补 与 核 ， 并 求 HiruG. [提示 ， 利 用 命题 7.5.] 

2. 设 避 为 Eropenius 群 . 证 明 避 的 Frobenins 梳 是 只 一 的 
{ 妈 不 信 炳 于 Frobenius 补 的 选择 )， 且 任 一 Frobenius 补 均 为 ?五 ， 
其 中 五 是 号 的 一 个 Erobenitus 填 . 

3. 证 如 = 六 汉王 . 证明 下 述 命 题 车 价 : 

(Om ECN, vInenN. 

【ii CL (Rn) = 1, WAnen. 

di) CA) C H, WAhen. 


WG-NC UH. 
8ECr 


(VY) 车 1 关 疡 所 五 , 则 严 共 轿 于 Nh 中 任 一 元 . 
[算是 以 五 为 补 的 Frobenius 群 . 


88 单项 表示 与 M 群 


8.1 回顾 G 的 F- 表示 p 称 为 单项 表示 , 如 果 p = 二 ww ,其 中 四 是 
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G 的 某 一 子 群 吾 的 1 次 FF- 表示. 大 (Vp 必 如 的 单项 表示 ， 则 
由 $1 知 存在 下 的 - -组 厅 8 使 得 p, ty) 均 为 单项 窒 阵 ， Vg E GG， 
即 ps (9) 的 每 - - 行 有 且 公 有 一 全 元 非 过 ， 每 一 列 有 且 公 有 一 个 元 
非 零 . 

G 称 为 关于 域 下 的 Wf 群 如果 G 的 任 一 不 可 约 FF- 表示 均 
为 单项 表示 ， 车 G 是 关于 复数 域 C 的 Mf 群 , 则 简称 如 为 邮 群 


(monomial group). 


8.2 ”有限 群 G 称 为 超 可 解 群 ， 如 果 存 在 G 的 终止 于 {1} 的 正规 
群 列 (注意 ,并 非 次 正规 群 列 JG = GoP GIP Gm = {1}, G4 
2, 0 < 1 万 mm, 使 得 每 个 因子 群 均 为 循环 群 . 

由 定 针 即 知 超 可 解 群 是 可 解 群 ， 反 之 未 必 . 例如 ， S54 是 可 解 
群 但 并 非 超 可 解 群 .有限 Abel 群 是 超 叮 解 群 . 本 节 要 证 明 的 一 个 
基本 事实 是 超 可 解 群 是 好 群 . 

首先 讨论 一 下 超 可 解 群 的 基本 人 性质. 

性 质 1 超 可 解 群 的 子 群 与 商 群 均 是 超 可 解 群 . 

证 设 G 是 起 可 解 群 ，G=GoPpGiPp'…PGm= {1l} 是 G 
的 正规 群 列 使 得 Gil 是 循环 群 ， D0 i<m~1. 

设 H<G. 今 H;= HNG;. 则 = Ho Hm = {1} 是 
8 的 正规 群 列 . 令 fi : Hi 一 2 GiAGH 其 中 (2) 二 hil1, Yh EE 
Hi. 则 了 是 群 同 态 且 Kerf = 五 此 HijHiri 是 Gi/Gir! 的 于 
群 ， 从 而 fi/Hij41 也 是 循环 群 ， 这 就 证 明了 豆 的 超 可 解 性 . 

类 似 地 可 证 G@ 的 商 群 也 是 超 可 解 群 . 口 

注 设 N4JG, 且 G/N 与 闪 均 为 超 可 解 群 . 则 G 术 必 是 超 
可 解 群 ， 例 如， Kiein 四 元 群 与 3 阶 循环 群 均 足 超 可 解 群 ,但 44 
不 是 超 可 解 群 . 

性 质 2 宇和 过 群 是 超 可 解 群 . 
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证 GG 为 瑚 地 和 群 当 旦 仅 当 存在 G 的 正规 群 列 
人 1 三 6 本 Ci 本 本 和 一 站 


使 得 Gi /Gi = ZUGAG. 0<SiSP-L 因 GHGi 中 Abel 妊 ， 
故 它 时 循环 群 的 直 积 .因而 有 GTAG5; 的 止 规 群 列 


(1) = GG CGIAG dG GG; = GG: 
使 得 每 个 因子 群 均 为 拍 环 群 ， 从 而 得 到 
GaG0 一 Gal 


使 得 每 个 因子 群 均 为 循环 群 . 由 上 GAGE GaUVGi = Z(G1G;). 
故 GJG, 4 GfG,, 从 而 G4 4G, 0<t< mi 由 此 即 得 到 G 的 
终止 于 (1) 的 止 规 群 列 使 得 每 个 因子 群 均 为 循环 群 , 即 G 是 超 可 
解 群 . 口 

注 反之 未 必 成 立 . 例如 Ss 是 起 可 解 群 ， 但 并 非 短 零 群 

性 质 3 jp- 群 是 寡 零 群 . 

证 汪 人 [= 了 rr> 人 出 所 有 非 平 几 的 中 心 后. 者 Gi 关口， 
则 G/G; 也 是 py 群 ， 故 它 亦 有 非 平凡 的 中 心 Gs/G1, 从 而 得 到 加 
的 正规 群 列 

人 4 好 3 C2. 

重复 这 一 过 程 . 因 |G| < -+Hec, 这 一 过 程 在 有 限 步 终止 ， 即 G 是 客 
零 群 . 口 
8.3 引 理 设 G 是 韭 Abel 的 超 可 解 群 ， 则 存在 G 的 Abel 正规 
子 群 W, YYCZ Z(G). 

证 由 性 质 1 知 G/Z(G) 是 想 可 解 群 .于 是 由 定义 得 到 G/2(G) 
的 循环 卡 规 子 群 N/Z(G) 关 (1)， 从 而 入 区 Z(G) 且 NN 是 G 的 
sbel 正规 子 群 . 口 
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8.4 定理 设 G 是 下 可 和 解 群 ，FF 是 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 则 
QG 尾 关 于 三 的 A 群 . 

证 设 { 人 四) 是 如 的 不 可 约 下 - 表示 .不妨 设 如 是非 生 bel 群 . 
对 || 用 归纳 法 . 由 引 理 13.+ 可 知 玉 也 是 G 的 任 一 南 群 的 上 折 有 子 
群 的 分 裂 域 . 由 性 质 1, 不 妨 设 p 是 忠实 的 , 即 Kerp = 位 }. 由 引 理 
8.3 知 存在 G 的 Abal 正规 子 群 N,N 区 Z(G). 因此 由 Blichfeldt 
定理 (参见 习题 5.2) 知 p =w .其 中 是 Gu 的 不 可 约 天 表示 ， 
4 是 p、 的 一 个 不 可 约 分 支 ， (事实 上 , 由 Clifford 定理 ， 只 要 证 明 
GG 若 G%=Gp;y = 而 pn) = nl vnREN. 
因 ”为 上 beil 群 有 是 1 次 的 从 而 pt 和 DC Z(tp(G0). 因为 p 忠 
实 ， 故 推出 入 C Z(G). 矛盾 

又 由 性 质 1 知 瑟 = Gu 也 是 超 可 解 群 , 故 册 归纳 法 知 4 = X”， 
其 中 入 是 五 的 1 次 下 表 示 ， 从 而 p= 二 wv 二 (AX) =》 是 单项 
表示 . : 口 
注 (i) 关于 定理 8.4 的 一 个 推广 参阅 上 四, p.87; 或 [Q], p.216. 

fi) 道 命 是 不成立 . 例如 ，:44 不 是 超 可 解 群 , 但 44 是 147 群 . 
事实 上 ， 344 唯一 的 非 1 次 不 可 约 表 示 p 是 KE = 人 Li UL2)f34) 
【13)(2 晶 【1323) 的 1 次 表示 ”的 少时 表示 ,其 中 ef12)134)) 一 
e2f03if234)) = 一 1. 为 此 , 设 p 的 特征 标 为 x, 则 xf00) = 3,x((123)) 
=0 王 Xx((132)), x{02)(34)) = 一 1, 这 与 px” 的 取 值 相同 . 


8.5 命题 关上 下 的 条 样 G 的 任 - 南 群 仍 是 关于 F 的 和 格 . 
证 座 入 JG. (Tp) 是 GIN 的 不 可 约 FF- 表示 . 则 p 日 然 
地 视 为 @ 的 不 可 约 下 - 表示 .从 而 p 是 单项 表示 , 即 p 一 yp, 
是 的 子 群 的 1 次 表示 . 
设 neE NN 则 1 = pin) = 2 (Nn)， 男 一 六 面 ， 设 {9g1 二 
1 是 各 关上 上 吾 的 左 陪 集 的 一 个 代表 系 . 由 wz (n) 甜 阵 ( 参 
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见 1.2 中 矩阵 (2)) 可 知 ging EH 是 p97 1ngi) = 1. 特别 地 ， 因 
二 4, 敬 nEH 且 pfn) ==1. 这 表明 NCH 且 NC Keryp. 从 而 
HI/N C G/N 且 vw 可 视 为 HI/N 的 1 次 F- 表示 ， 从 而 作为 G/N 
的 不 可 约 表 示 p 是 单项 表示 ， 即 p = p .这 就 证 明 G/N 也 是 
闫 -于 局 的 和 群 . 口 


8.6 定理 (Taketaj Ar 群 是 可 解 群 . 
证 设 G 是 MM 群 . 窝 证 GG 的 导出 列 


GPOP--PGN Dp-... 


必 和 终止 全}. 理 则 ， 存 在 m > 1 使 得 Gt = GT 关上] 
因 站 Kerp = (0), 故 存 在 p E ruG 使 Gm! ZKerp. 设 


pETFFL 

p 是 满足 此 条 件 的 次 数 最 小 的 表示 . 因 Gm 2 G' 旦 G' 含 于 任 一 
1 次 表示 的 核 ， 故 degp > 1. 因 如 是 好 和 群 故 有 于 群 五 的 1 次 
复 表 示 w 使 p= 二 wp . 因 [G: 有 =degp>1, 故 日 关 G. 

由 Frobenius 互 友 律 知 1 是 [1 ) 的 不 可 约 分 支 ,而 deg(1,)” 
= [G : 色 > 1, 故 (1s) ”可 约 . 设 p' 是 (1;,) ”的 任 一 不 可 约 分 
支 . 则 degP' < [G :将 ] = degp. 故 由 5 的 选取 知 Gi" C Kerp'. 从 
而 推出 G(m C Kerfl 六. 于 是 wy e Gm (1,) (9) 是 单位 阵 ， 
从 而 (9) = 1 这 就 推出 ge 匡 , 即 有 GC 五 . 从 而 Gtm) = 
Gm-D CH 因 吕 是 吾 的 1 次 表示 ， 故 Kerp 2 H' 2 GO 

对 于 任 一 g EW, 央 为 GRY dG 有 GImYC Kere, 根据 1.2 
中 矩阵 (2) 知 定 阵 gp (9) 的 主 对 角 线 上 元 为 1. 又 p {9g) 是 单项 算 
阵 ， 故 yw (9) 是 单位 阵 . 故 9 E Kery 、 即 GO C Kerp = Kerp. 
矛盾 ! C 

注 可 解 群 而 非 af 群 的 例子 参见 习题 1. 
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综 上 所 述 ， 我 们 得 到 了 如 下 真 包含 关系 ; 
{pP 群 】& 上 守 零 群 } 4{ 超 可 解 群 ] 2{M 群 } 2 { 可 解 群 上 


习 ” 通 


]， 设 局 二 念 L2{ 了 3) 是 3 阶 域 上 的 2 阶 特殊 线性 群 ， 即 3 阶 
域 上 行列 式 汶 1 竟 2 阶 阵 的 来 法 群 。 则 

(人 |G| = 24,; 从 而 由 Burnside 定理 知 避 是 可 解 群 . 

(ii 息 的 复 特 征 标 表 为 


] 
1 
1 
1 
3 
2 
2 
2 


(ii G 不 是 NL 群 。 [提示 ; 证 肯 避 无 12 阶 子 群 .] 

(iv) 设 玫 是 及 上 四 元 数 代 数 ， 互 = { 土 1, 十 i, 士 j, 士 A} 是 来 
法 群 H* 的 子 群 . 则 妇 同 构 于 互 与 16 个 元 ( 士 1 士 zi 士 了 7 士 友 ) /2 之 
并 作成 的 本” 的 子 群 ， 它 是 正规 子 群 五 与 一 个 3 阶 桶 环 群 的 站 直 
积 ， 

(Y) 避 是 料 征 2 域 上 椭圆 曲线 访 一 y 二 wi 的 自 同 构 群 . 
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本 章 证 明 有 限 群 去 示 的 儿 舟 重要 的 定理 ， 首先 是 关 有理 特 
征 标的 Artin 定理 和 Braurr 诱导 定理， 以 及 Green 关于 Brauer 
定理 的 一 个 道 ， 其 次 刊 用 Brauer 诱导 定理 证 明 Brauer 的 分 裂 域 
定理 ， 从 而 导出 含 , 深 本 原单 位 根 的 域 是 G 的 分 裂 域 ， 其 中 澡 
是 有 限 群 G 的 指数 ， 磋 后 给 出 当 char 严 省 如 虹 G 的 不 可 约 所 
表示 的 个 数 的 描述 ， 这 是 定理 IL3.2 的 一般 形式 . 

本 章 中 ，G 总 是 有 限 群 . 


81 有 有理 特 征 标 约 Artin 定理 


群 G 的 QQ- 表示 称 为 有 理 表 示 ， 相 应 的 特征 标 称 为 有 理 特 入 
际 ， 对 于 任 一 子 群 百 , 单位 Q- 特征 标的 诱导 特征 标 十 ， 显 然 是 右 
理 特征 标 . 

Artin 关于 有 理 特征 标 的 定理 足 说 G 的 每 一 个 有 理 特 征 标 x 
均 可 表达 成 如 下 形式 : 

Y 二 DS al., 
7 

其 中 售 跑 涡 G 的 所 有 循环 于 和 群 ，4，E 人 QQ.，Brauer 则 明确 地 给 
旦 了 了 系数 ua， 的 表达 式 ， 为 了 扳 玉 Braucor 甘于 系数 的 公式 并 和 证明 
Artin 定 班 ， 首 先 我 们 希 要 如 下 引 响 ， 
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1.1 引 理 设 % 十 GG 的 有 理 特 征 标 ， 夺 GG 的 两 个 循环 子 群 (x) 
与 (9) 在 G 中 共 贺 ， 则 xtr) = x 六 ). 

证 因 x 呈 如 上 的 类 函数 ， 风 不 妨 设 (7) = (全 设 zz 的 阶 为 

7. 则 存在 与 革 素 的 止 烷 数 m 使 y =x". 邻 忆 是 nn 次 本 原单 位 

刚 ww 也 是 1 淆 本 原单 位 根 . 回 熙 信 es n(t) 是 

以 全 部 ?2 次 本 原单 位 根 为 根 的 首 一 多 项 式 ， 它 是 Z 国 中 的 不 可 约 

多 项 式 {参见 V1], p.211). 因此 看 在 分 岗 域 Qt) 的 Q- 自问 构 a 


设 p 是 x 相应 的 Q- 表示 . 因 xfo 站 = wi 其 中 {w,} 


Ll<r<Al) 
是 plx) 的 全 部 特征 根 旦 si 均 为 1 深 单 位 根 ， 而 {ww 是 pt) 
的 全 部 特征 根 ， 上 由 xtr)e 已 推出 


xD) 一 ol 一 9 x) 


lit, 
一 >》 rm 一 (和 
Iai<Alli 
= X 3 口 


1.2 sf6bius 国 数 1 N 二 {0.1. 一 1} 定义 如 下 : 
] ， 若 站 一 工 
Hn) = 4 0. 苛 1 被 素数 的 平方 整除. (1) 
(一 1)"， 蔡 nn 古 7 个 所 异 的 素数 之 积 . 
由 站 是 积 性 函数 ， 即 
nn) = Hn) 其 中 (nm 三 1 
并 且 有 M5bius 友谊 律 


1. 和 一 二. 
>》 an + 门 = 》 (3)= 1， (2) 


dn dln nt. 
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参见 [H], p.118. 


1.3 定理 (E. Artin) 有 限 群 8 的 每 一 有 理 特征 标 x 均 可 表达 成 


XX 二 Da 1 ， (3) 
> 
其 中 C 跑 遍 G 的 所 有 循环 子 群 ， a。 由 下 式 给 出 
a = G0 YC :CDxte (9) 
oe 


其 中 C* 跑 遍 G 的 包含 C 的 所 有 循环 子 群 ， 关 是 C* 的 一 个 生 
成 元 - 

证 (Brauer) 首先 ， 由 引 理 1.1 知 | 值 x[z*) 不 依赖 于 C* 的 
生成 元 z 的 选取 . 令 


XxX 二 al. 
本 


我 们 要 证 x*(9) = Xx{9)，Yg€G. 
首先 计算 
1.(9) = 古 oe 1 gr), 
这 归 铺 为 |{z EG | rigr EE CH. 若 了 197 4G Yr EG, 则 
1.(g9)=0. 

设 存 在 a EG 使 a-iga = hE 人 则 对 任 一 zx!'gr & 
C，(z-1gz) 与 ( 是 循环 群 C 中 两 个 同 阶 的 子 群 ， 故 (2-1gz) = 
‘hy, Eh 

rnthya lr = {r gy = (hy. 
从 而 ?la E Ntp 上 友之, 着 a €E N(R)), 则 x 1gz 6. 
因此 
{reGlr grecH= NA) = To) 
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综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
, 0, 若 C 不 党 有 9 的 共 纲 元 ， 
IC 、 | 


由 此 得 到 
x*(9) = oc1c(g) = (2 请 
站 Cc 
其 中 在 和 式 末 ' 中 C 取 遍 G 的 含有 g 的 共 辊 元 的 循环 子 群 ， 即 


C 取 遍 G 的 循环 子 群 日 C 含有 子 群 与 (9) 共 思 e. 


注意 到 G 中 恰 有 ” = [Ne 个 共 包子 (9) 的 循环 群 ， 而 


每 一 循环 群 C 至 多 只 含有 一 个 子 群 与 4 共 绒 ， 因 此 ， 帮 与 49) 
共 固 的 循环 群 全 体 为 (27 19x1) = (全 ,zl1gzr), 则 有 无 交 并 


iG 的 循环 子 群 C | C 含有 子 群 与 (9) 共 罗 ] 
- UI{G 的 循环 子 群 C | C 2 (zrlgzi)] 


_ Uf{G 的 循环 子 群 C | g e ziCz-!}. 
因此 
本 __ ”Ce 
9 = Ne 加 


=IN,(g)Iy > 襄 


i=1 CT gEriCri—! 


注意 到 由 a 的 表达 式 可 看 出 对 于 任 一 z; 有 化 = EE: 对 
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此 上 式 可 写成 
(0 5 > 二 Ya 
{4 二] 过 


= rN ( ot 
=IG1 站 训 


0 3 | 
= = , CC 
(Ay Oe 
= >》 xz 9 llC" :0)), 
C3y yECCE" 


其 中 人 秆 边 的 和 式 中 " 取 遍 包含 4 的 箱 环 子 群 ， 而 里边 的 和 式 
中 取 玉 满足 (9) CC CC 的 循环 子 群 . 
从 而 ， 对 于 :每 一 阶 为 m 的 固定 循环 子 群 CC*, 里 这 的 和 式 可 改 


写成 

2 rd) 

df 到 
其 中 t= |{9)|. 由 全 式 基 这 个 和 只 育 泊 学 = 1 时 才 不 为 地， 而 

= 意味 着 和 = {9). 因此 
0 一 RD) = 0). 品 

1.4 在 群 G 上 引入 等 价 关 系 ~: Yr,yEGXI~y: 人 分 (7X7) 与 
人》 在 中共 固 , 令 [zj]: 二 {yeEGly~z 风 ~ 引起 G 的 一 个 
划分 ， 即 有 无 交 并 . 


令 CO; := {ri n= CH 则 


[ra = [6 :et 
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其 中 习 是 Euler 国 数 ， 即 20) 在 3 到 之 间 与 m1 于 素 的 整数 
有 的 个 数 . 
由 引 理 1.1 知 有 悍 桂 征 标 在 [x,] 土 是 常 值 珊 数 ， 注 意 到 知 
C 与 如 是 此 恩 的 循环 子 群 ， 则 由 ( 式 知 er =ae 的 任 -: 御 
环 子 群 女 必 与 某 - 品 共 加 ,而 品 有 1 人: mw 个 共 辆 子 拜 . 
由 此 5 疗 Artin 定理 改写 成 
x 二 > [所 :KE jar 1 ， (5) 


lm 
其 中 ac 由 (多 式 给 出 . 


1.5 现在 我 们 可 以 导出 G 的 不 可 约 有 理 表 示 的 个 数 ， 这 也 是 GG 
的 不 可 约 有 有 理 特 征 标 的 个 数 . 

延 用 1.4 中 的 记号 ， 我 们 有 im 个 甘于 等 价 关 系 ~ 的 等 价 类 
[rim. 令 二 是 GG 上 的 Q- 值 函数 了 的 全 体 ， 其 中 是 
~ 的 等 价 类 的 类 消 数 ， 即 在 [ri] 了 是 常 值 通 数 ，1 < < 和 如 
和 作成 m 维 QQ- 癌 基 空间 显然 了 闫 .… ,fi 是 VW 的 一 组 其 ， 其 中 

fillril) =0, lui 人 nm. (6) 


由 3 引 | 理 1.1 知 任 -有 理 特 征 标 x 均 足 ~ 的 等 价 类 的 类 函数 ， 
因此 G 的 全 部 不 可 约 有 理 符 往 标 1,… .x 鬼 尾 及 ,… ,fm 的 线 
性 组 合 ， 而 由 特征 标的 目 交 关系 知 xt 是 Q- 线性 无 关 的 ， 
厂 芋 所 7 

定理 ”有限 群 G 的 不 可 约 右 理 囊 示 的 个 数 等 于 上 G 的 据 不 共 
力 的 箱 环 子 群 的 个 数 ， 

证 延 用 上 面 的 记号 ， 只 要 证 mt 对 于 如 的 任 一 循环 子 
群 避 ,引入 GG 上 关于 ~ 人 t: 


t.. = 到: 二 Gree : C1 (7) 
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其 中 C" 取 遍 C 的 所 有 循环 子 群 ， 则 有 


‘0-1 在 和 全 wvg ee (8) 
9 lo 着 C#z(9 
( 留 作 可 题 . ) 
直接 验证 可 知 
Ci ,eo . 
fi = ne l<i<m, (9) 


其 中 天 是 由 (6) 式 定 义 的 ， 红 是 诱导 类 函数 . 注意 到 te, 是 15, 
的 Q- 线性 组 合 ， 从 而 天 是 有 理 特 征 标 的 Q- 线性 和 组合， 进而 是 
的 QQ- 线性 组 合 ， 这 就 证 明了 mi 万. 口 


3 题 


it 结 出 定理 1.5 证 表 的 细节 ， 
2. 设 上 是 捅 环 群 定义 和 4 上 的 Z- 值 类 函数 
人 若 生成 和 4 
9, {a) = 
0, 否则 . 


证 甬 对 于 任 一 有 限 群 局 有 
IG|= 》 (0,), 


商人 全 
其 中 和 4 取 记 如 的 所 有 循环 于 群 ，|G| 理解 为 常 值 类 曾 数 . 

3. 设 反 是 捅 环 群 . 证 明日 是 不 可 约 复 特征 标的 整 钱 性 组 会 . 
[提示 : 对 14| 用 归纳 法 ， 并 利用 习题 2. 注意 到 常 值 函 数 是 单位 半 
征 标 的 倍 线 .] 

4. 仿 chufG) 是 加 的 不 可 约 复 特征 标的 Z- 线性 组 合 . 
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() 证 明 cho{G) 有 具有 环 结 构 . 
人 i) 证 五 之 GQ 则 请 导 映 射 


Ind: ch (H) — ch,{O), 


A A 


是 加 群 同 态 且 chc{ 吾 ) 在 Ind 下 的 像 是 cho{G) 的 理想 ， | 提示 ; 
利用 推论 IV.1.90ii-.] 
5. 设 Xerehz(G). 证 明 
IGlx = 》 ax ， 
入 
其 中 入 跑 胃 加 的 循环 子 群 的 工 次 特征 标的 集合 ， ax E Z. [提示 : 
刊 用 习题 2 、 习 题 3 和 习题 入.] 


$2 Brauer 诱导 定理 


本 节 总 设 charF 二 0, 请 是 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 

Brauer 诱导 定理 是 说 有 眼 群 G 的 任 一 F- 特征 标 是 某 些 称 为 
初等 子 群 的 工 次 特征 标的 诱导 特征 标的 整 线 性 组合 ， 而 所 谓 的 初 
等 子 群 则 有 相对 简单 的 结构 ， 这 是 一 条 十 分 深刻 且 有 重要 应 用 的 
定理 , 它 在 特征 标 理 论 中 占有 中 心地 位 . 自 1947 年 Braver 发 表 原 
始 证 明 以 后 ， Roquette、 Brauer 和 Tate 又 分 别 给 出 了 新 的 证 明 ， 
这 里 寻 用 的 是 Goldschmidt 和 Isaaes 的 证 明 . 


2.1 GG 称 为 初等 群 ， 若 存在 G 的 正规 循环 子 群 C 和 正规 p- 子 群 
P, 其 中 忆 的 阶 与 ? 互 素 ， 使 得 G =C x 了. 

G 称 为 拟 初 等 群 , 若 存 在 G 的 止 规 循环 于 群 C 和 戎 子 群 局， 
其 中 CC 的 阶 与 p 互 索 ,使 得 G = C >aP. 
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不 难 证 明 初 等 群 的 子 群 是 初等 群 ， 拟 初等 群 的 子 群 也 是 拟 初 
等 群 (习题 ). 


2.2 ”Brauer 诱导 定理 ”有 限 群 G 的 任 一 F- 特征 标 是 G 的 某 些 
初等 子 群 的 1 次 已 特征 标的 诱导 特征 标的 整 线性 组 合 . 

今 E 是 G 的 初等 子 群 的 集合 ， 中 i {G) 是 G 的 广义 五 特征 
标的 集合 , 即 G 的 F- 特征 标的 整 线 性 组 合 . 则 ch (G) 具有 环 的 
结构 ， 令 che(G) 是 { 包 | 区 echefB). 下 El 中 元 的 整 线 性 组 
合 - 则 Brauar 诱导 定理 等 价 于 下 述 定理 ， 


2.3 定理 ch (0) = chefG)， 

事实 上 ， 由 Brauer 诱导 定理 显然 可 推出 定理 2.3. 

反之 ， 设 中 ze) = chze(). 不 难看 出 初等 群 是 车 零 群 ， 而 由 
IEL8 知 时 等 群 是 关于 三 的 对 群 . 因此 GG 的 任 一 初等 子 群 互 的 特 
征 标 入 = pp ,其 中 上 是 吾 的 子 群 印 的 1 议 特 征 标 ， 另 一 方面 ， 
G 的 初等 子 群 也 是 G 的 初等 子 群 ， 因 此 和 = (x3) = AG, 其 中 
请 是 妇 的 初等 子 群 Ho 的 1 次 特征 标 ， 从 而 由 ch (G6) = che{@) 
即 可 推出 Brauer 诱导 定理 . 


为 了 证 明定 理 2.3, 首先 证 明 如 下 定理 : 
2.4 ”定理 {L. Solomon) 存在 有 限 个 整数 c; 各 的 拟 初等 子 群 


Hi 使 得 
ls = yoi ， 


为 了 证 明定 理 2.4, 我 们 需要 两 个 引 理 . 


2.5 令 坟 是 的 拟 初 等 子 群 的 集合 ，P(X) 是 由 人 1H EX 
的 整 线性 组 合作 成 的 加 群 . 
引 理 PCH) 是 马上 的 整 值 函数 环 (此 处 ， 环 不 必 合 单位 元 ). 
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证 显然 PCKHY 中 任 一 元 均 是 G 上 的 整 值 图 数 ， 只 要 证 明 
1 Te PO YLE 开 设 {19 9) 是 如 的 二, 互 ) 双 陪 
集 的 一 个 代表 系 ， 今 工 = 了 五 站 工 . 由 推论 TY.3.3 知 
(I = 》 (0 ) 


1 莹 站 


= 2 


<i 
故 由 推论 IY .1.90ii) 知 
1; 1 = {1L- 1 
= (Ge 
二 ,应 
= > (1 ) 
Lir 
= >》 1” € P(NH), 
1 | 


这 里 用 到 拟 初等 群 的 子 群 仍 是 拟 初等 群 这 一 事实 . 口 


2.6 3| 理 (B. Banaschewski) 设 4 是 非 空 有 限 集 所 上 的 整 值 函 
数 环 (此 处 ， 不 要 求 4 含有 单位 元 ). 令 1。 是 在 三 上 值 恒 等 于 1 
的 函数 . 若 lx 4, 则 存在 x & 鲜 和 素数 p 使 得 p|f tz), Ye 4. 

证 对 任 一 zeEX. 令 工 = {fitr)| fe 4}. 则 是 2 的 于 
环 (此 处 ， 环 亦 不 必 会 单位 元 ). 车 存在 z € 半 使 有 关 Z, 则 存在 
素数 p 使 IC tp), 从 而 pjf(z)，Yf ed 从 而 引 理 得 证 .因此 只 
要 证 明 : 车 五 三 下 Yr EX, 则 1 EA4. 

设 工 二 ,Yr EE 则 1EI, YXE AT 故 有 廊 E4 使 
fr(z) = 1. 于 是 有 恒等式 


TQ- ££)=0. 


工 诺 于 


Er 
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将 上 式 左边 的 积 展开 ， 即 可 看 出 1 是 fi 的 积 的 整 线性 组 合 ， 从 
而 1， € 4. 口 


2.7 定理 2.4 的 证 明 根据 引 理 2.5 和 引 理 2.6, 只 要 证 明 对 于 任 
一 9eEG 和 任 一 索 数 p, 均 存在 拟 初 等 群 五 使 得 p 4 12 (9). 

设 9 的 阶 为 pm, 1>0, {pm)=1. 令 C={g9), N=- 
NetO),HIC 是 NjC 的 Sylow 了 于 笑 . 则 二 是 拟 初 等 群 ， 五 是 
正规 子 群 如 与 五 的 Sylow 产子 群 的 半 直 积 . 

注意 到 1 (9) 等 于 满足 gz = zx8H 的 左 陪 集 zH 的 个 数 . 
若 gr = x ERB, 从 而 7 :CFCr Tt 五 -而 
日 中 只 有 一 个 阶 为 |C| = m 的 循环 子 群 ， 破 x 下 Cz = C, 从 而 
rEN,(C) = .又 因为 9Emw, 故 


1 (g) = 1 (9). 


又 注意 到 CC. 平凡 地 作用 在 NN 关于 五 的 左 陪 集 集合 N/H 上 ， 
因此 诱导 出 (9)/C 在 NIH 上 的 作用 . 因 (9)/C 是 py 群 ， 故 这 一 
作用 的 每 一 个 非 平 凡 就 道 的 长 能 被 p 整除 .于 是 (9) 在 Nj/H 上 
的 作用 的 非 平凡 轨道 的 长 均 能 被 p 整除 ， 故 |N/H| = IN : FH] = 
s(modp), 其 中 s 恰 是 (9) 在 NjB 上 作用 的 平凡 轨道 的 个 数 ， 因 
为 5s 一 (15) (g), 故 


1° (9) = 1° (9) = {N : H] (modp,), 
而 fw :如 与 p 孔 素 ， 这 就 证 明了 p15 (0). 口 
为 了 证 明定 理 2.3. 首先 证 明 如 下 引 理 : 


2.8 引 理 {TIsaacs) 没 G=N >dP, 其 中 是 疡 群 ，|N| 与 5 五 
素 . 设 和 是 N 的 1 次 特征 标 使 得 G=G, 且 CM{P)C KerA, 其 
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中 GA: 二 {9 EGI3A=A), CP = {neN |ny= yn, vy E P}. 
刚 入 = 1、. 

证 邻 工 = Kerx 对 于 NN 关于 工 的 任 一 左 陪 集 RL 中 任 一 
元 nz 和 ww E 忆 我 们 肤 言 ynxy ! EnL. 

事实 上 ， 由 题 设 知 PC Gs, 故 有 YX 二 入 ,从 而 


Mn lynry = Xm) Anr) = Xn ) Anr) 
= An inzr) = M(x) 
一 二 


因此 PP 在 nL 上 有 共 罩 作用 . 因 己 是 产 群 故 nL 的 非 平 
凡 P- 轨道 的 长 被 p 整除 . 因 工 是 NN 的 子 群 ，|N| 与 p 互 素 ， 故 
nL = | 与 互 素 ， 于 是 nL 必 有 平凡 已 轨道 ， 即 nL 中 含有 
元 ni 与 了 中 和 任 一 元 可 换 ， 从 而 m2 EE Cv(P), 故 由 题 设 知 nt € 工 ， 
从 而 n EL. 这 就 证 明了 NN = 即 和 = 1、. 口 


2.9 ”定理 2.3 的 证 明 由 推论 IV.1.9(ii) 知 che(G) 是 chs (9) 的 
理想 ， 鼓 只 要 证 1。E che(G). 

根据 定理 2.4, 不 妨 设 如 是 拟 初 等 群 ， 对 |G| 用 归纳 法 . 再 由 
定理 2.4, 只 要 证 明 : 若 G 是 拟 初 等 群 但 不 是 初等 群 ， 则 1, 龙 局 
的 真子 群 的 特征 标的 诱导 特征 标的 整 线性 组 合 . 

设 G -= C>qP PP 为 p 群 ，C 是 阶 与 p 可 素 的 循环 群 . 令 2 
是 互 在 C 中 的 中 心 化 子 . 省 GG 非 初 等 , 履 2rC 今 瑟 = 了 xx 了 
由 玉 关 G. 故 只 要 证 明 


1 一 1 十 > 和 (*) 


其 中 是 G 的 盐 子 群 的 特征 标的 诱导 特征 标 . 注意 , 由 Frobenius 
互 反 律 知 1 出 现在 1 中 的 重 数 为 1. 
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因 G = HC, 鼻子 群 定理 有 
(全 )。 一 (Lenn) 一 1 ， 
没 (*] 是 1， 的 不 可 约 分 解 ， 将 其 限制 在 C 上 得 到 


， 
1 = 1 +》 (8),. (**) 


因 (15, 16) =1, 故 1。 不 再 是 (&)。 的 不 可 约 分 支 . 令 入 是 (&i}。 
的 一 个 不 可 约 分 支 ， 则 入 关 1.， 因为 C 是 Abei 群 ， 故 对 任 一 
z € Z ，19(z) 是 桓 等 变换 ， 从 而 由 (**) 知 (6,)。 (2) 是 恒 等 变 换 ， 

进而 XMz) 是 恒 等 变换 、 这 就 证 明了 Z C KerX, 因此 ， 由 引 理 2.8 
季 G4 关 . 从 而 由 Qlifford 定理 知 所 是 Ga 的 特征 标的 诱导 特征 
标 ， 这 就 证 明了 (*), 从 而 定理 2.3 得 证 . 口 


习 题 


1. 设 人 = CxP 忆 PP 且 p 群 ，C 有 是 阶 与 pp 互 束 前 所 环 群 。 则 

0) G 是 血 零 群 . 

0) G 的 子 群 也 是 初等 群 . 

[ii CC 惟 为 GG 中 所 有 阶 与 p 互 素 元 的 集会 ， 己 惟 为 避 中 所 
有 阶 为 p 的 笑 的 元 的 集合 . 

2. 证 明 拟 初等 群 的 子 群 电 是 氢 初 等 群 

3. {广义 特征 标的 Bramer 刻 可 ] 设 ooE cfotG)]. 则 yw Echo 
当 有 和 及 仅 当 对 于 已 的 任 一 初等 子 群 如 有 


ip Ech, (HH). 
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83 Green 定理 :Brauer 定理 的 一 个 拥 


令 5 是 G 的 初等 子 群 的 集 人 台 ， 则 Brauer 定理 断言 
che(G) = ch (OY. (*) 
本 节 要 证 明 Brauer 定理 的 一 个 道 , 若 G 的 子 群 族 6' 满足 
che'tGi = che (0), 


则 YH € E, 存在 8' Et 使 得 含 于 H' 的 某 一 共 施 ， 从 页 在 此 
意义 下 ，E 旦 满足 (*) 的 最 小 子 群 族 . 
为 此 首先 证 明 如 下 引 理 : 


3.1 引 理 设 召 =2Z w 十 |G| 深 单位 根 . 设 tt) 卫 是 G 的 初 
等 子 群 ， 其 中 z 的 阶 与 p 正 素 ， 卫 是 CC,(2z) 的 Sylow yg 子 群 . 若 
人 她 的 子 群 EH 不 含 tz)P 的 任 一 共 忽 子 群 ， 则 对 任 一 多 &€ che(H) 
有 {zx) € ph. 
证 令 Cz 是 x 所 在 的 局 的 共 红 类， 则 由 习题 IV.2.5 知 
va- Ee Sv 


|H| TEC 人 NF 
令 {Ct} 是 Cs 中 所 含 的 所 异 的 吾 共 纯 类 的 集合 (此 
处 Cz 门 互 可 能 是 空 集 }. 设 hECG, 1<i<t 则 hi 的 五 共 示 元 
的 个 数 为 
li = [EH: HMC, (Ri)]- 
于 是 


6 (0) = re je 


一 > Qi (ho ), 


=] 
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其 中 ai = 全 和 Wt 入 可, 这 里 用 到 这 样 的 事实 ， z 与 如 在 G 中 
共 孝 ， 吉 C6 (7x)| = |Co Uw) 于 是 ai € ZZ 因 (hi) € 吾 , 故 只 要 
证 明 plas, < 宇 区 二 

知人 存在 : 捷 p ye 则 1Ce(pl 与 五 mnCetpo 有 相同 的 p 部 
分 ， 人 而 豆 mee(Pa) 的 Sylow 产子 群 PP 也 是 Co (hii) 的 Sylow pp 
子 群 . 令 z= ghig 则 ?也 是 C(x) 的 Sylow 产子 群 . 从 而 
4 户 与 P p 在 Cla) 中 共 示 ， 进 而 {z)P 与 (23 Pi 共 纯 ， 但 


(zB oP), RiPcH, 


莉 五 包 舍 (x)P 的 共 轩 于 群 thi} 只, 这 与 题 设 矛盾 ! 品 


3.2 ”定理 (J. A. Green) 设 £' 是 满足 chei(G) = ch (9) 的 子 群 
族 ， 则 G 的 每 个 初等 子 群 均 会 于 5' 中 其 一 群 的 共 配 . 
证 否则 , 设 (zx) 量 G 的 初等 子 群 日 不 含 于 5 中 任 一 群 的 
共 轿 ， 则 不 妨 设 是 C.{7z) 的 Sylow py 于 群 (否则 ， 取 Cs (x) 的 
Syiow pp 子 群 P', 则 PcP'. 用 (zyP' 代替 {z)P). 则 由 题 设 和 引 
理 3.1 可 知 
vr} EPR, ve eche(O). 


特别 地 ，1.(z) = 1E pR, 邯 盾 '1! 口 


84 Brauer 分 裂 域 定理 


我 们 看 到 ， 前 面 许多 定理 都 需要 在 分 歼 域 中 才 成 立 ， 而 处 理 
一 般 域 上 的 表示 往往 也 是 寻找 与 分 型 域 上 表示 的 联系 .本 市 首先 
给 出 域 FF 是 有 限 群 G 的 分 裂 域 的 进一步 刻画 ; 其 次 证 明 特 征地 
域 上 的 Brauer 分 裂 域 定理 ， 最 后 导出 任 一 含有 mm 次 本 原单 位 根 
的 城 均 是 G 的 分 歼 域 ， 这 里 mr 是 有 限 群 G 的 指数 . 
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和 .1 对 下 任 一 域 FF, 其 代数 闲 包 天 总 是 任 一 有 限 群 @ 的 分 裂 域 
因此 我 们 总 设 CK, 并 是 局 的 分 裂 域 . 设 全 p) 是 GG 的 K- 表 
示 . 若 存 在 1 的 一 组 基 B 使 得 对 于 任 - 9 ee 掉 阵 ps (9) 都 是 
下 上 的 抢 阵 ， 则 称 (Fo) 能 在 产 中 实现 . 


4.2 定理 设 FCK, KK 是 的 分 裂 域 . 则 下 述 命 题 等 价 : 
中 二 是 GG 的 分 裂 域 . 
(Gi) TreeG= {p |pETrG}. 
(ii) G 的 任 一 不 可 约 站 - 表示 均 能 在 中 实现 . 
若 charF Gl， 则 上 述 等 价 的 命 肯 还 等 价 于 下 述 等 价 的 促 


[iv ITreC = Irr,G. 

ty] ITrrr 写生 Tri 人， 

证 人 全 (着 : 即 推论 III.9.11. 

人 二 (iil: 因为 六 (9) 与 plg} 在 相应 基 下 的 矩阵 完全 相同 ， 
veee, 故 p 能 在 下 中 实现 . 

(i) 全 利 : 设 (Wp) 是 G 的 任 一 不 可 约 FP- 表示 . 则 (V”,p”) 
也 是 G 的 不 可 约 无- 表示 . 囊 实 上 ,车 U 是 (Y” ,p ) 的 不 可 的 
真子 五 - 表示 ， 则 出 题 设 UV 能 在 FF 中 实现 ， 从 而 上 U 也 是 Y 的 不 
可 约 真 子 FF- 天 示 ， 子 盾 . 

于 是 ， 根 据 引 理 II.9.2 有 


dim, Homps (VY) = dim, Homys(V ,7 )= 1， 


从 而 Homo (WV 全 卫 .根据 定义 下 是 G 的 分 列 域 .. 
(ii 二 {iv): 因为 ”的 特征 标 与 的 特征 标 相同 , 由 此 即 知 . 
fiv 一 (rr): 显然， 
现在 设 charF 站 |G|. 我 们 来 证 明 (vv) 之 (iii). 
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设 (Wp) 是 的 任 一 不 可 约 K- 表示 ， 其 特征 标 为 x. 则 由 
题 设 存在 G 的 不 可 约 F- 表示 (U.w) 使 得 其 特征 标 为 x， 从 而 
(IU" ,wp ) 是 G 的 KK- 表示， 其 特征 标 也 为 x. 因 charF" |Gl, 故 
可 将 p” 分 解 成 不 可 约 上 K- 表示 的 直 和 


pp ap BBsps, o>0, pi¥ pi (#7) 
其 中 pi = p. 设 pi 的 特征 标 为 xi. 则 Xx 二 aixi. 因 天 是 8 的 
分 裂 域 ， 故 (x, Xx) = 1. 于 是 


1 = (XX) = x, 2 Xi) = ox X) = al 


故 p 实 p 出 … 中 qasps, 因为 ”能 在 下 中 实现 ， 从 而 其 直 和 项 jp 
也 能 在 FF 中 实现 ， 这 就 元 成 了 证 明 . 口 

下 述 定理 Burnside, Maschke 和 Schur 都 兽 研 究 过 ， 最 后 为 
Brauer 所 证 明 ， 


4.3 定理 (Brauer) 设 半 是 有 限 群 如 的 指数 ， 王 是 会 有 一 个 各 
次 本 原单 位 根 的 特征 为 零 的 域 . 则 瑟 是 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 

特别 地 ，m 次 分 圆 域 Qte) 是 G 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 

证 因为 子 群 的 指数 是 群 的 指数 的 因子 ， 故 只 要 证 明 政 是 避 
的 分 裂 域 . 

由 定理 4.2, 只 要 证 明 IrrsG C IrrG, 其 中 王 是 互 的 代数 闭 
包 . 设 x e IrsG, 则 由 Brauer 诱导 定理 知 x 是 形 如 和 ”的 特征 
标的 整 线性 组 合 ， 其 中 和 是 G 的 某 一 初等 子 群 豆 的 1 次 丘 特 
征 标 .对 于 任 一 hEeH, hm=1, 航 XA)m™==1, 即 A(h} 是 m 次 单 
位 根 ， 从 而 AR E FF. 因此 AE Irr,H, 从 而 和 是 的 下 特征 
标 . 于 是 


加 
已 一 ba 生计 证 
二] 
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其 中 xi 是 G 的 不 可 约 FF- 特征 标 ， oa 是 正 整 数 ， 从 而 
i= (x,x) = > az(xi xi). 
t=L 


因 charF = 由 (Xi Xi 均 汶 下 整数 ， 虞 必 有 r= 二 1 县 m1 = 二 1, 邑 
x E€ lrretr. 口 


为 了 证 明 Brauer 的 分 型 域 定理 对 特征 pb 的 域 也 对 ,我 们 需要 
下 述 定 理 ， 它 本 身 对 研究 特征 p 的 域 上 表示 也 有 重要 的 意义 ， 


4.4 定理 设 charF=p>0, 玉 是 下 的 扩 域 ，(Vyp) 是 上 GG 的 交 
对 不 可 约 天- 表示 ， XX 是 其 特征 标 ， 设 x(9) € 局 EC 出 存在 
G 的 绝对 不 可 约 F- 表 东 使 得 p 实 1 . 

证 先 说 捕 右 有 限 域 . 

容易 看 出 ,不 妨 设 正 是 大 的 极 大 子 域 . 令 4 是 pfgj， 9 EG 
的 F- 线性 组 合 . 则 A 可 视 为 MatR) 的 F- 子 代数 ,其 中 nn = 
dimwV， 令 ZLA) 是 4 的 中 心 则 Ya € 2Z14), a 与 所 有 plg) 
可 换 , 故 a € End PC) = 天 1, 即 上 是 天 上 的 纯 量 矩阵 . 
故 Fl, SC 2(4) ES Kl, 从 而 Z(4) 是 有 限 整 环 ， 战 34 必 是 
域 ， 由 五 的 极 大 性 知 Gd = Fl 或 30 = KK1,， 我们 断言 
2Z(4) = Fl,. 

( 若 否 ， 则 QZ(4) = Kly. 故 44 二 2Z(A)A = KAd=p(KOD). 而 
Pp 是 GG 的 第 对 不 可 约 到 - 表示 ， 故 由 定理 IL5.5(ii) 知 p(KGY) = 
MR). 取 和 EEK- 正则 存在 a € A 使 得 tr(a) = 入 下. 另 一 方 
面 ， 由 题 设 x(9) € 已 Ygee, 知 trlajE 王 下 眉 电 

其 次 ， 我 们 断言 4 是 闪 单 FF- 代数 . 

{事实 上 , 若 4 有 和 才 零 理想 1, 则 KI 是 KA= pl(KGOY = Mn(K) 
的 窒 零 理想 ， 而 Mn{KK) 是 单 代 数 ， 战 天 I = 由 从 而 了 = 0.) 


250 群 与 代数 表示 引 论 


于 是 4 是 s 个 全 所 隆 代 煞 的 直 积 ， 因 为 s < dim; 2(A} 二 1 
故 s=1 4s 关 Mn 是 刁 上 有 限 维 可 除 代数 . 但 王 是 有 
限 域 ， 故 由 Wedderburn 定理 知 F' 是 域 ， 再 由 Z04) = 三 .1, 知 
天 = 大. 这 就 证 明了 
A Ma 


令 U 是 单 代数 4 上 唯一 的 单 模 ， 则 由 定理 II1.4.7(ii) 知 
End (ED 兰 天 人 令 p: 4 Endj(U) 是 和 模 U 相应 的 代数 
同 访 .利用 代数 同 态 p : FG 一 4 我 们 得 到 代数 同 态 9 = wp : 
FG 一 End 于 是 得 到 GG 的 F- 表示 (UD)， 且 Endy,(U) = 
End, zs 涯 天 . 这 表明 UV 是 G 的 绝对 不 可 约 F- 表示 . 

剩 下 只 要 证 p 兰 闫 . 由 引 理 ITL9.7 知 存在 单 FG- 模 多 使 得 


Horm (FF 人) 冯 0. 


若 能 证 明 钱 尘 (U0,D, 则 x9” 有 商 模 (Vp). 但 ?绝对 不 可 约 ， 故 
1 ”是 单 KG- 模 ， 从 而 六 兰 p. 
假设 全 闫 (U0). 出 由 定理 III.5.6 知 存在 5E FG 使 得 


b:W =0, 500A. 


从 而 BV”=0. 因 V 是 WV” 的 同 态 像 故 5-V=0., 即 p(5) = 0, 
从 而 j( 相 = zp(0) = 二 0, 即 5.U 二 0. 节 填 1 


得 设 KK 是 无 限 域 . 

不 妨 设 KK 是 代数 用 域 . 则 EK 的 素 域 为 Zp. 由 推论 II.9.13 知 
存在 Zr 的 有 限 扩 域 工 司 得 莹 是 全 的 分 发 域 . 因 到 代数 财 ， 故 
可 设 及 2 工 . 于 是 由 推论 IIL9.11 知 存在 > € Irr,G 使 得 p 宇 7. 

困 工 是 G 的 分 异域 , 故 7 绝对 不 可 约 且 其 特征 标 在 LN 中 
取 值 . 因 工 是 有 限 域 , 故 由 前 一 部 分 证 明知 存在 绝对 不 可 约 LNF- 
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表示 1 使 得 7 了 宇 #7 . 于 是 p 宇 1 ,9 当然 也 是 G 的 绝对 不 可 约 已 
表示 ， 口 


4.5 定理 设 mw 是 GG 的 指数 ， 下 是 含有 m 深 本 原单 位 根 的 域 . 
则 玉 是 GG 的 所 有 子 群 的 分 裂 域 

证 申 Brauer 分 裂 域 定理 ， 叶 要 证 当 charF = p> 0 时 结论 
成 立 ， 并 县 只 要 证 明 下 是 GG 的 分 裂 域 

设 玉 是 下 的 代数 闭 域 . 风 玉 是 GG 的 分 裂 域 . 因为 政 合 有 m 次 
本 原单 位 根 ， 政 p 本 |G|. 因此 由 定理 4.2, 只 要 证 riG C TIrrrG- 
vx elrr ex 是 如 的 绝对 不 可 约 五- 表示 的 特征 标 ， 及 下 会 
m 次 本 原单 位 根 ， 故 Xl9) E 五 Y9 E G, 克 由 定理 4.4 即 知 X E 
Fr a. 口 


85 不 可 约 常 表示 的 个 数 (一 般 情形 ) 


本 节 总 设 charF IGl|. 确定 G 的 不 可 约 下- 表示 的 个 数 是 一 
个 基本 问题 . 车 下 是 避 的 分 裂 域 , 则 定理 I.3.2 断言 这 个 个 数 从 
是 G 的 共 匈 类 的 个 数 ， 从 而 也 十 中 心 Z(FG) 的 六 维 数 ， 本 节 
要 讨论 一 般 情 形 下 ( 即 严 表 必 是 G 的 分 裂 域 ) 这 个 个 数 的 群 论 意 


5.1 没 闵 是 有 限 群 6 的 指数 ， 阅 是 { 在 五 的 扩 域 中 的 ) 一 个 m 
次 本 原单 位 根 ， 令 工 = FF{w). 因 工 是 下 上 无 重 根 多 项 式 2™ 一 1 
的 分 裂 域 ， 故 LIF 是 有 限 Galois 扩张 即 工 是 下 的 有 限 可 分 正 
规 扩 域 . 

考虑 Galois 群 Gal{IL| 店 }. 它 是 剩余 类 加 群 2y 的 单位 群 UZm) 
的 一 个 子 群 . 事实 上 ， Yo E Gal(LIFl, og 完全 由 oc(w) 所 确定 ; 
而 efo)] 也 是 mm 次 本 原单 位 根 ， 上 破 ofw) = wi (tm) = 二 1,1<1t< 
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到 一 1 以 后 将 此 og 记 为 gqt, 从 而 Gal |) 一 UBn),， mt 
是 群 的 单 回 态 ， 

大 charF = 0, 则 Gal(LIF) = U(Zm), 因为 此 时 分 圆 多 项 式 
{ 即 以 所 有 m 次 本 原单 位 根 为 根 的 多 项 式 ， 它 是 严 上 的 多 项 式 ， 
参见 [V1, p.211) 是 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 

显然 ， grt9) 二 9 给 出 了 GaltL|F) 在 G 上 的 作用 ， 由 此 育 
接 推 出 

G={g | gE GG), Yo Ee GalL|m. 


将 此 作用 的 一 个 轨道 中 所 有 元 的 G 共 罗 类 的 并 集 称 为 G 的 一 个 
F- 共 示 类 ， 即 g' 与 9 属 十 同一 F- 共 狗 类 当 且 仅 当 存在 me < 
GallL|F}) 使 得 g' 与 并 = gitg) 在 避 中共 纯 . 特别 地 ，9 与 g' 属 
于 同一 F- 共 固 类 ， vor E Galf 了 | 瑟 )， 

G 上 的 F- 值 函数 f 称 为 已 共 斩 类 的 类 函数 [ 注意 与 类 函 
数 的 区 别 ), 如 果 f 在 局 的 每 一 个 FF 二 氏 类 上 均 为 常 值 函 数 、 信 
cf (G) 是 G 上 所 有 Ff- 共 罗 类 的 类 函数 的 集合 . 则 cf (G) 是 天 
向 量 空间 ， 显 然 dim cf (G) 怡 是 G 的 F- 共 轿 类 的 个 数 . 

回顾 在 IIIL10.5 中 我 们 定 交 了 Galf 了 BE 在 cf, (GY 上 的 作用 . 
设 1: GG 一 工 是 GG 的 类 函数 ，o € Gal( 了 | 辣 . 定义 


of := fg) := of tg), vq eo. 
车 x 是 GG 的 工 特征 标 ， 则 x 仿 是 互 的 工 特征 标 . 
本 节 的 目的 是 要 证 骨 如 下 定理 : 


5.2 定理 设 charF AIG|. 则 GG 的 不 可 约 FF- 表示 的 个 数 等 于 局 
的 fF- 共 思 类 的 个 数 

证 设 x€ lIrsG. 对 于 任 一 9 € G， xlg) 是 pl9) 的 全 部 特 
征 根 {e,} 的 和 ， wi 均 为 m 次 单位 根 ， 因 站 好) 的 全 部 特征 根 为 
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{wt}, 故 x(9) 是 所 有 wt 的 和 ， 因 x(9) € 所 , 故 有 
x(g) = oe(x(g)) 一 of ou 


二 Yt = x(g), Yor € GaltL|F). 
这 表明 XX 是 G 上 的 下 - 共 示 类 的 类 函数 ， 即 xc cf (G). 
由 定理 HL10.4 知 Irr,G 是 性 (G) 中 线性 区 关子 集 , 因 r.G CS 
cf (GY c cf (9), 从 而 IrrsG 是 cf (G) 中 线性 无 关子 集 ， 因 为 


[reG| = IFrsGl, 因 此 为 了 证 明 本 定理 ， 只 要 证 明 任 一 F- 共和 类 


的 类 函数 了 均 是 不 可 约 FF- 特征 标的 五 - 线性 组 合 . 
因为 天 是 佐 的 分 裂 域 (定理 45), 压 由 定理 11.3.2 知 
全 


>》 人 XXX 


了 一 
vieElrr, G 
这 里 {fxi) E 工 . 我们 断言 {f ,x) € FF. 
由 Galois 理论 知 下 怡 是 Gal(I| 让 i 的 不 变 子 域 ， 因 此 窝 证 上 


只 要 证 明 
mf xi)) = (FXD), Vor EGG 下 小 


述 有 断言 ， 
因 f 是 F- 共 斩 类 的 类 函数 , 旦 9 与 9 是 FF- 共 因 有 的 ， Yo E 


Gal(ZE), 故 
of la) = fg) = fg), Yo E Cor E GalL|F). 
Ti 二 i 艳 


又 困 xj(9) 是 mm 次 单位 根 的 和 ， 
oxi = Xit9), Yo EG, or EGal 了 ED) 
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因此 我 们 有 
oF) = Yoo) ily !)) 
1G| 了 导语 
1 ty rE 
= Ge Jxi(g 
1 
二 一 一 hy: hp! 
Gl 2 fe ) 
= (f,x), 
此 处 用 到 了 GG = {gg€G)}, Yor € GQ(H 四 . 这 就 证 明了 断言 
(f ,0 EF. 
令 oai :== (了,xi) € F. 则 
i 一 > i Xt 
4arelrr co 


因 f 也 是 G 的 无 值 类 函数 ， 故 可 将 Gal(Z|B 作用 在 f 上 ,并且 
有 

f° = 4, Yo & Gal(LIF), 
从 而 得 到 


f= > Qi. 


AasElrr Go 


这 表明 ， 对 于 任 一 x € Irr,G, xi 所 在 的 Gak 工 | 碧 - 轨道 O; 中 任 
一 元 xz 的 系数 均等 于 ai. 令 是 Irr,G 的 所 有 Ga(ZIP)- 轨道 


的 集合 则 有 
f= »》, a 2, Xx). 


站 YER: 


而 由 推论 HI.10.8 知 3 YX 愉 是 一 个 不 可 约 FF- 特征 标 ， 于 是 f 
4 ED 
是 不 可 约 天- 特征 标的 F- 线性 组 合 . 这 束 完 成 了 定理 的 证 明 .， 口 
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| 题 


1 设 上 是 与 | 人 | 亚 素 的 正 整 数 ，X E co(G),，charFP 直人 |. 
定义 好 :全 一下 ,其 中 (的 =X(9 的 .- 则 和 定 EefefG) 证 明 : 


(2 = Yo Ed (a). 
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第 6 章 紧 群 的 表示 


在 本 书 的 最 后 ， 我 们 将 抽象 群 表 示 的 基本 概念 推广 到 连续 群 
上 去 . 我 们 将 看 到 ， 紧 群 的 表示 在 许多 方面 与 有 限 群 的 表示 十 分 
相似. 


81 紧 群 


首先 简要 回顾 有 关 拓 扑 空 间 的 必需 知识 ， 未 加 证 明 的 结论 均 
可 从 M. A. Armstrong 着 世 基 础 拓扑 学 3》 【aa 和 江 洋 泣 著 《拓扑 
学 引 论 》 {[]]) 中 找到 (特别 地 ， 两 本 书 关 于 拓扑 空间 的 定义 是 相 
同 的 ). 


1.1 设 针 是 一 个 集合 ， Tr 是 六 的 一些 子 集 作成 的 非 空 集合 ,其 
中 的 元 素 称 为 世 的 开 集 .7 称 为 天 上 的 一 个 拓扑 ， 如 果 满 足下 
述 条 件 : 

{i) 任意 多 个 开 集 之 并 仍 是 开 集 ; 

(ii) 有 限 多 个 开 集 之 交 仍 是 开 集 ， 

(ii] 外 与 空 集 是 开 集 . 

配备 了 一 个 拓扑 的 集合 称 为 拓扑 空间 . 

例 1 nz 绯 欧 氏 空 间 R?* 和 nn 维 西 宝 间 C* 对 十 通常 的 开 集 


作成 拓扑 空间 ， ( 即 R” 或 C" 的 子 集 U 称 为 开 集 ， 如 果 对 于 任 
一 了 ED, 总 存在 z > 0D 使 得 以 x 为 中 心 以 < 为 半径 的 球 整个 落 
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人 已 内 .) 以 后 担 到 有” 和 C* 的 拓扑 结构 时 ， 总 是 指 这 种 意义 
下 的 开 集 作成 的 拓扑 . 

例 2 设计 是 任 一 非 空 集合 ， 若 取 7 为 人 的 所 有 子 集 作 成 
的 集合 ， 则 + 是 六 上 的 一 个 拓扑 相应 的 拓扑 空间 下 称 为 上 
的 离散 拓扑 空间 . 

鲍 3 设计 是 配备 了 拓扑 7 的 拓扑 空间 ，Y 是 下 的 子 集 . 
令 


T= UNY [Uer). 


则 站 是 具有 7 的 拓扑 空间 ， 称 为 的 子 空 间 ，7' 称 汶 子 空间 拓 
扑 或 诱导 拓扑 . 

例 4 设 六 与 均 为 拓扑 空间 . 卡 氏 积 下 x 中 形 如 xV 
的 于 集 的 所 有 可 能 的 并 集 和 作成 的 集合 ， 其 中 UU 取 壳 和 的 开 集 ， 
fr 取 遍 了 的 开 集 ， 是 下 xY 上 的 一 个 拓扑 、 由 此 得 到 的 拓扑 空 
闻 和 苦 xY¥ 称 为 积 拓扑 空间 ， 类似 地 定义 有 限 多 个 拓扑 空间 的 积 拓 
扑 空 间 . 

例 5 设 丈 是 拓扑 空间 ， 史 是 扎 的 - Wg 为 天 的 
一 组 互 不 相交 的 非 空子 集 使 得 二 = . 令 开 是 如 中 成 员 作 


成 的 集 台 ,映射 7 :; 天 一 开 将 每 -点 z eX 映 到 所 属 的 也 中 
成 员 . 定义 的 子 集 吕 为 开 集 当 且 仅 当 7 '(O) 是 下 的 开 集 . 
这 样 的 拓扑 称 为 ”上 的 粘 合 拓扑 ， 相 应 的 拓扑 空 因 YY 称 为 粘 合 
空间 . 


1.2 拓扑 空间 苹 的 子 集 UU 称 为 团 集 ， 如 果 5 的 余 集 天 ~ 是 
开 集 . 由 De Morgen 律 立 奴 推 出 : 任意 多 个 闭 和 集 之 交 伍 是 闭 集 ， 
有 限 多 个 团 集 之 并 仍 是 闭 集 ; 、 蕊 与 空 集 均 为 闭 集 . 

拓扑 空间 下 的 子 集 六 称 为 点 xe 的 一 个 邻 域 ， 如 果 存 在 
开 集 口 俩 得 xEOCN. 
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点 + EX 称 为 拓扑 空间 的 子 集 辟 的 极限 点 ， 如 果 z 的 任 
一 邻 域 与 避 - {x} 的 交 均 非 空 . 于 和 集 U0 是 财 集 当 及 仅 当 它 含有 忆 
的 所 有 极限 点 . 

子 集 矿 的 闭 包 5 是 指 包 含 5 的 最 小 闭 集 . 它 是 区 与 其 所 有 
极限 点 的 并 集 . 一 个 子 集 5 是 闭 集 当日 仪 当 如 = 5 车 U= XX， 
则 称 UV 是 再 密集 .稠密 集 与 蕊 的 任 一 开 集 的 交 均 非 空 . 

拓扑 空间 夺 称 为 连通 的 ， 如 果 并 不 能 分 解 成 两 个 不 相交 的 
开 集 之 并 ， 或 等 价 地 ， 天 的 既 为 开 集 也 为 闭 集 的 子 集 只 有 蔷 与 
室 集 ， 如 果 不 是 连通 的 ， 则 苇 可 以 分 解 成 一 些 连通 子 空间 的 
并 集 ， 使 得 这 些 连通 子 空间 的 闭 包 两 两 互 不 相交 ， 称 这 些 连 通 子 
空间 为 的 连通 分 支 . 

积 拓扑 空间 叉 x 连通 当 且 仅 当 天 与 卫 均 连通 . 


1.3 设防 与 Y 均 为 拓扑 空间 . 映射 f: 下 一 Y 称 为 达 续 映射 ， 
如 果 YY 的 任 一 开 集 在 了 下 的 原 像 是 人 的 开 集 . 下 述 断 言 是 等 价 
的 : 

个 了 : 瑟 一 和 是 连续 映射 . 

(这 Y 的 任 一 闭 集 在 f 下 的 原 像 是 蕊 的 闭 集 . 

(ii) FE) CFO, 对 -二 六 的 任 一 子 集 U. 

(iv) fC 六 性) 对 于 的 任 一 子 集 让， 

车 了 : YX 一 是 连续 的 双 射 区 单 又 满 ), 并 且 道 哑 射 六 : 
Y 一 革 也 是 连续 现 射 ， 则 称 了 是 一 个 原 胚 . 此 时 称 羡 与 Y 同上 胜 
或 拓扑 等 价 . 

将 开 集 峡 为 开 集 的 峡 射 称 为 开 映 射 ; 将 闭 集 峡 为 闭 集 的 映射 
称 为 闭 峡 射 . 

拓扑 空间 X 到 RB. 的 连续 腕 射 了 称 为 二 上 的 实 值 连续 苑 数 . 
映射 了: 三 一 及 是 连续 的 当 且 仅 当 对 上任 一 z € 六 和 任 一 正 数 
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<, 均 存 在 x 的 邻 域 N 使 得 
[flr — fy)| < vyenN. 


连通 空间 的 连续 像 是 连通 的 . 

设 f: 2 一 时 xY.， 则 耻 连 续 当 且 仅 当 pi1f: 2 全 到 和 
par : Z 二 + 站 均 连 绪 ， 其 中 pi((2)) 一 了 pa((7X,2)) = YYT EE 
天 ,3 ET 这 两 个 投影 映射 pl 和 ps 均 是 连续 的 开 映 射 . 


1.4 设 芭 是 拓扑 空间 . 着 诡 中 任意 两 个 不 同 的 点 有 互 不 相交 的 
邻 域 ， 则 称臣 是 Hausdorff 空间 ; 车 六 中 任意 两 个 不 同 的 点 各 有 
一 个 邻 域 不 包含 另 一 点 ， 则 称 三 是 多 - 空间 ， 最 然 Hausdorff 空 
间 是 于 - 室 间 ; Hausdorf 空间 的 子 空间 也 是 Hausdorff 空间 ;不 
过 Hausdorff 空间 的 烙 合 空间 却 未 必 是 Hausdorff 空间 ( 参 钢 [A]， 
p.81). 

设 天 是 拓扑 空间 ， 本 是 六 的 一 组 开 集 ， 大 局 三 节 , 则 


称 开 是 邯 的 一 个 开 覆 盖 ., 基本 基站 的 一 个 开 和 覆盖 ，7T' CT, 并 
且 7' 也 是 立 的 一 个 开 覆 盖 ， 则 称 是 了 的 一 个 子 狗 次 ， 

拓扑 空间 称 为 紧 致 拓扑 室 间 ， 如 果 下 的 任 一 开 覆 盖 均 有 
腿 的 子 获 盖 ， 

拓扑 空间 芒 的 子 集 了 称 为 紧 致 子 集 ， 如 果子 空间 是 紧 敏 
拓扑 空间 . 

实数 轴 上 任 一 闭 区 间 均 为 紧 狼 子 集 . 

我 们 不 加 证 明 地 罗列 一 些 有 关 的 基本 性 质 ， 其 证 明 均 可 在 江 
泽 租 的 书 和 Armstrong 的 书 中 找到 . 

命题 (i) 欧 代 空间 R” 和 本 空间 C” 的 子 集 是 紧 致 子 集 当 且 
仅 当 它 是 有 界 闵 集 (有 界 是 指 包含 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 半径 有 
由 的 球 内 ). 
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(i) 紧 致 空间 的 财 集 是 紧 致 子 集 ， Hausdorf 空间 的 紧 致 季 
集 是 闭 集 .从 而 紧 致 Hausdorf 空间 中 子 集 是 紧 致 子 集 当 且 权 当 
它 是 闭 集 . 

(证) 桶 致 空间 上 的 实 值 连 续 函 数 是 有 界 的 ， 并 能 达到 其 上 下 
确 界 . 

{iv) 紧 致 空间 的 连续 像 是 爱 致 空间. 

(r) 设 于 是 拓扑 空间 ， 则 于 是 于- 空间 当 且 反 当 独 点 集 均 
为 闭 集 ， 特 别 地 ， 若 尽 是 Hausdorf 空间 ， 则 独 点 集 均 为 闭 集 ， 

(viy 积 拓 扑 空 间 蔷 xY 是 紧 致 空间 六 且 公 当 革 与 Y 均 为 紧 
致 字 | 同 ， 半 x1 是 Hausdorff 空间 当日 权 当 革 与 FF 均 为 Hatisdorff 
空间 . 

(viij 紧 致 空间 内 的 无 限 子 集 必 有 极限 点 . 

(viii) 蜂 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 连续 映射 了 是 闭 上 映射; 特 
别 地 ， 若 f 还 是 冯 射 ， 则 f 是 同 旺 . 


1.5 定妆 介 群 殷 称 为 拓扑 群 ， 如果 上 GG 及 是 Hausdor 人 ff 拓扑 空 
和 间 ， 并 有 量 群 的 乘法 跨 射 
四 四 一 站， 


(站 一 ry 
和 道上 映射 


三 一 襄 ， 


I rl 


均 是 拓扑 空间 的 连续 映射 ， 其 中 G x G 的 拓扑 为 滋 积 拓扑 . 


Gi) 设 G 是 拓扑 群 . 如果 G 作为 拓扑 空间 还 是 紧 致 拓扑 空 
间 ， 则 称 G 足 紧 致 拓扑 群 ， 简 称 紧 群 
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注 拓扑 群 的 另 一 种 定义 是 不 要 求 拓扑 空间 是 Hausdorff 的 ， 
例如 [Vinl, [CY], [Q] 等 ， 本 书 采用 的 定义 如 [Sim], [YX] 和 等， 这样 
做 是 考虑 到 我 们 感 兴趣 的 拓扑 群 均 满 足 Hausdorff 公理 ; 同时 , 加 
上 这 一 条 件 可 自 磺 地 应 用 邦 德 列 雅 金 的 经 式 著作 《连续 群 》 {上 
册 )([P]) 中 的 结果 ! 往 意 到 该 书 中 拓扑 空间 的 定义 稿 微 不 同 ， 独 点 
集 在 该 书 中 是 闭 集 ， 参 见 该 书 p.56. 而 对 于 本 书 中 拓扑 空间 的 定 
义 一 般 是 没有 这 个 结论 的 ， 参 见 命 题 1.4(Y)). 


1.6 例 1 和 企 一 群 对 于 离散 拓扑 是 折 扑 群 ， 任 一 有 限 群 对 于 离散 
拓扑 是 紧 群 . 

例 2 拓扑 群 的 直 积 是 本 扑 群 ， 旦 它 是 紧 群 当 且 仅 当 每 个 因 
子 说 均 为 紧 群 ， 

例 3 R" 和 CC” 对 于 向 基 的 加 法 作成 拓扑 Abel 群 ， 从 而 了 及. 
和 己 上 的 有 限 维 向 其 空间 是 拓扑 Abel 群 . 

例 4 单位 圆周 S! ( 亦 可 看 成 绝对 值 为 1 的 复数 集 或 平面 上 
旋转 群 ) 对 于 复数 的 乘法 和 了 ”的 子 空间 拓扑 作成 拓扑 群 ， 因 为 
5! 是 R* 中 有 界 闭 集 ， 故 31 是 紧 群 . 

例 扣 将 卫 上 的 m” 阶 矩阵 的 集 台 Mn(R) 等 同 于 nm? 维 欧 
氏 室 间 ， 特 别 地 ， 它 是 Hausderf 空间 . 则 R 上 的 一 般 线 性 群 
GLn(RR) 对 于 子 空间 拓扑 作成 折 扑 群 ， 台 实 上 ， 为 了 看 出 乘积 映 
射 mm: FB) xnrR) WM,(R) 是 连续 映射 , 将 虹 ,(R) 看 成 
积 拓 扑 及 x-…x 了 tn 个 国 了 ,因此 m 连 综 当 日 仅 当 每 个 合成 
映射 


AMR) XNAR) 2 MR) 区 及 


连续 ， 其 中 mr 为 投影 且 射 ，1 < 让 Sn 设 站 = {ai), B= 
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(BE Mn(R). 出 


rmtd, B)= bo ik br 
此 一 1 
苹 是 4 与 吾 中 元 素 的 多 项 式 ， 故 zijm 均 连 续 ， 因 此 GZn(BR) 的 
乘积 映射 是 连续 映射 . 
为 了 看 出 GLn(R) 的 道上 映射 i : GLIn(B) 一 GLn(R) 是 连续 
的 ， 只 要 说 明 合成 映射 


GIR) 一 GD(R) SR, 1l1<jk<n, 
均 为 连续 上 映射， 而 
A 


mjkit A) = Ti) = Ht， 


其 中 Ajk 是 erk 的 代数 余子 式 ， det(4) 是 4 的 行列 式 ， 它 们 均 
是 4 中 元 素 的 多 项 式 ， 从 而 zj 好 连续. 
类 似 地 证 明 C 上 的 一 般 线性 群 GLn(C) 是 拓扑 群 . 
因为 行列 式 上 映射 是 GLn{R)( 或 GLw(C)) 到 R [或 C) 的 连 
续 上 映射， 并且 GLn(B)( 或 GLn(C)) 怡 是 所 有 非 零 实数 (或 非 零 复 
数 ) 的 原 像 ， 放 CEnfBJ( 或 GPnfC) 是 Mn(B)( 或 Mn(C)) 的 开 
子 集 ， 因 R" 和 Cn 的 紧 致 子 集 均 是 有 界 闭 集 ， 故 GL,(B) 和 
GLn{C) 均 非 紧 群 . 
例 6 令 
On 二 {4 EE GLa(R) | 4 是 正 交 阵 }， 
SO = {A € On, | det(A) = 1}, 
Uh = {4 EGLn(C) | 4 是 酉 阵 }， 
Sm = {A EU | det(A) = 1}. 
将 Oa, SOn,Un,SU, 分 别称 为 正 交 群 、 特 殊 正 交 群 、 西 群 和 特殊 
酉 群 。 配 以 子 空间 拓扑 ， 它 们 均 作 成 拓扑 群 . 
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下 面 说 明 D 与 SO 均 为 紧 群 ， 为 了 说 明 O。 是 紧 群 ， 只 要 
证 明 Os 是 R” 内 的 一 个 有 界 闭 集 即 可 ， 设 4= (ap)eO 则 


aaps 一 Bi 1 这 ?大 区). 
JJ 一 
定义 映射 fix : Mn(BR) 一 RR: 
fir(A) = aa 
I 二! 


则 O。 是 下 列 所 有 和 集合 的 交集 ; 
fax (0), 1l<ik<nizk 
fa ll), Ll<i<n. 


由 于 每 个 fis 均 为 连续 映射 ， 故 上 述 每 个 集合 均 为 闭 集 ， 从 而 On 
是 及” 中 的 闭 集 . 又 从 站 名 一 1 可 推出 ;awl < 1, Wi,j, 因 此 On 
六 


是 R” 中 的 有 界 集 ， 这 就 证 明了 O。 的 紧 性 . 

艾 因 行列 式 上 映射 是 OO, 到 R 的 连续 映射 ,而 5O; 恰 是 {1} 的 
原 像 ， 故 SO,。 是 O， 的 闭 集 ， 从 而 50; 也 是 紧 群 

同 理 说 明 Er 和 SU 也 是 紧 群 . 


1.7 定义 设 Gl 与 Go 均 为 拓扑 群 ， 若 映射 了: G1 一 Ga 婚 是 
群 网 态 世 是 拓扑 空间 的 连续 映射 ， 则 称 了 是 拓扑 群 G! 到 拓扑 群 
Gs 的 同 态 映射 或 同 态 . 

车 了 还 是 开 映 射 ， 则 称 f 是 开 同 态 ，; 

车 『 还 是 同 肚 ， 则 称 f 是 拓扑 群 的 同 构 . 


1.8 例 1 映射 了 : R 二 R14, 其 中 f(x) =e”, 是 拓扑 加 群 及 到 
正 实 数 拓 扑 乘 法 群 R+ 的 同 构 ， 
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例 2 映射 了 : ez 一 31L, 其 中 


( cosg sin6 


. 3 rost isind, 
-Sing cosd 


是 拓扑 群 的 同 构 . 


1.9 拓扑 群 的 子 集 五 如 果 对 于 群 的 运算 构成 子 群 (或 正规 子 群 ) 
并 且 配 备 了 子 空 间 拓 扑 ， 则 称 互 是 拓扑 群 G 的 子 群 (或 正规 子 
群 ), 此 时 易 证 豆 计生 也 是 拓扑 群 ， 

注 在 了 书 ] 中 子 群 要 求 是 闭 集 我 们 不 作 此 项 约定 . 

紧 群 的 子 群 症 紧 群 当 且 仅 当 它 是 团子 群 . 


1.10 下 画 举 出 拓扑 群 的 一 些 初等 性 厌 . 
1” 设 G 是 拓扑 群 ，a se. 则 左 乘 映射 


to GG TO Or, TEG 


和 右 乘 映射 
Pa 人 下 FE 
均 是 拓扑 空间 的 同和 肚 . 因此 ,拓扑 群 是 齐 性 的 ， 即 Yr,y eE 如 , 存在 
如 的 同 胚 将 x 映 到 yy. 从 而 加 的 每 点 从 局 部 看 呈现 出 相同 的 拓扑 
结构 . 
事实 上 ，!s 是 如 下 连续 映射 的 合成 : 


G+ GxG — &, 


I ar) co ar, 


从 而 ta 是 连续 有 映射， 区 pe 一 la, 坟 ta 是 间 肚 . 
2° 车 4 是 拓扑 群 的 开 集 (或 及 和 集 ). 则 对 于 任 一 a € G, An, ad 
4- ' 也 是 开 集 (或 闭 集 ). 
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事实 上 
Aa=ri(d), a4= (4 47 = (4), 


其 中 是 求 逆 映 射 ， 故 由 re- te- 和 的 连续 性 即 得 . 

3” 车 4 是 拓扑 群 G 的 并 集 ， 则 对 于 G 的 任 一 子 集 8B, 群 乘 
积 48 与 84 均 为 开 集 . 

溃 实 上 ,由 4B = , 45 和 1° 即 知 ， 


同 理 ， 我 们 有 

4 车 4 是 拓扑 群 的 闭 集 ， 且 B 是 有 限 子 集 ， 则 4 万 三 B4 

5” 车 和 4 与 BB 均 为 拓扑 群 局 的 紧 致 子 集 ， 则 4B 也 是 G 的 
紧 致 子 集 - 

事实 上 ， 由 于 积 映 射 只 : 4 x 昌 一 4B 是 连续 映射 且 生 x 旦 
紧 致 ， 故 4B 紧 致 . 

6° 拓扑 群 G 的 每 一 开 子 群 吾 均 为 团子 群 ， 每 个 指数 有 限 的 
闭 子 群 N 是 开 子 群 . 

韦 实 上 ，G- 昌 = U xzH, 由 2 知 G- 瑟 是 开 集 ， 从 而 五 


zr 
是 闭 集 . 
同 理 ， GG 一 六 = J 因 NN 指数 有 所， 故 由 2 知 怕 一 六 
是 闭 集 ， 从 而 闪 是 升 集 . 
7。 拓扑 群 所 的 含 单位 元 的 任 一 邻 域 了 的 子 群 妃 是 开 子 群 . 
事实 上 ， 互 = ET ,由 3? 即 知 互 是 开 集 . 


1.11 现在 我 们 来 讨论 拓扑 群 的 同 态 基本 定理 ， 

设 G 是 拓扑 群 ，H 是 其 子 群 . 则 G 关于 五 的 左 陪 集 的 集合 
GI/H 对 于 粘 合 拓扑 作成 拓扑 空间 ， 这 个 空间 是 Hausdorff 的 当 且 
仅 当 互 尽 闭 子 群 。 {事实 上 ， 车 G/H 是 Hausdorff 空间 ， 则 单位 


266 群 与 代数 表示 引 论 


元 所 在 的 陪 集 玉 是 GJ/H 的 独 点 集 ， 从 而 是 闭 集 ， 于 是 它 在 典范 
映射 下 的 原 人 和 像 二 是 G 的 闭 集 ， 友之， 参见 [P], p.115.) 

命题 (拓扑 群 的 后 态 基 本 定理 ) (i) 设 五 是 拓扑 群 G 的 团 正 
夫子 群 . 则 代数 商 群 G/ 五 对 于 粘 合 拓扑 作成 拓扑 群 ,， 且 典范 映射 
Ti: ee 一 CG/ 互 是 拓扑 群 的 开局 态 . 

若 G 是 紧 群 ， 则 GYEH 也 是 紧 群 . 

(3) 设 ff; GL 一 G2 是 拓扑 群 的 开 问 态 . 则 Kerf 是 Ga 的 闭 
正规 子 群 。 Imf 是 Cs 的 闭 子 群 ， 生 存在 拓扑 群 的 问 构 


Ff: GKerf 一 Imf 


使 得 了 = fx, 其 中 直 是 典范 开局 态 . 

若 Ga 连通 ， 则 了 必 为 满 射 . 

证 人 因 吉 闭 ， 由 上 述说 明知 G/FH 是 Hausdorff 空间 ， 从 
而 易 知 G/H 是 拓扑 群 . 设 O 是 G 中 的 开 集 . 因 xx:(r(O)) = OH 
是 G 中 开 集 ， 故 由 粘 合 拓扑 的 定义 知 rfO) 是 G/H 中 的 开 集 . 从 
而 推出 x 是 开 同 态 . 

癌 因 Kerf = f-71(1), 故 由 1 是 Ga 的 闭 集 知 Kerf 是 闭 
集 ， 从 而 是 闭 正 规 子 群 . 因 f 是 开 同 态 ， 故 Imf 是 开 子 群 ， 从 而 
是 闭 子 群 . 

若 Ga 连通 ， 则 G2 中 既 开 又 闭 的 非 空 子 集 只 有 G2, 故 Imy = 
2. 

显然 ， 和 作为 抽 繁 群 ， 上 映射 f(gKerf) = f{g), Yg E G1. 给 出 了 
G/Kerf 到 Imf 的 群 同 构 . 设 O 是 Imf 的 开 集 . 因 r 是 开 瞎 射 ， 
f 是 连续 上 映射， 起 r . 产 1(O) = -1(0) 是 G1 的 开 集 ， 从 而 了 连 
续 . 再 设 O' 是 G1/Kerf 的 开 集 . 则 r-!O'") 是 Gi 中 开 集 ， 从 而 
FO = f(z-1(O") 是 Imf 中 开 集 ， 即 f 是 并 映射 ， 或 等 价 地 ， 
广 是 连续 映射 ， 于 是 了 是 拓扑 群 同 构 . 口 
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由 虐 述 命题 我 们 看 到 ， 抽 象 群 中 子 群 在 拓扑 群 中 的 类 似 物 是 
闭 子 群 (而 非 子 群 ); 抽象 群 中 正规 子 群 在 拓扑 群 中 的 类 似 物 是 阿 
正规 子 群 (而 非 正规 于 群 ); 而 抽象 群 中 的 群 同 态 在 拓扑 群 中 的 类 
似 物 则 是 开 同 访 {而 非 同 坊 ). 

例 


了 : (B+) -一 S51, 


Tr ; pl 


是 拓扑 群 的 满 开 同 态 ， Kerf = ZZ. 战 有 后 扑 群 的 朵 构 
HR/Z 宕 91 


注 车 ff: G1 -Cs 是 拓扑 群 的 满 同 态 ， 且 Gi 是 紧 群 ， 则 
f 一 定 是 开 同 态 ， 也 一 定 是 团 同 态 .参见 [Pl], p.127. 


I.I2 命题 (i 设 了 : G1 一 Gs 是 拓扑 群 的 满 开 同 态 ，N = 
Kerf. 则 f 诱导 出 如 下 两 个 集合 之 闻 的 一 一 对 应 ; 


{G1 的 会 N 的 闭 子 群 } 一 {G3 的 闭 子 群 }， 
HH HIN. 


在 这 一 对 应 下 G1 的 闭 正规 子 群 五 映 到 Gs 的 闭 正规 子 群 KjN， 
旧 有 拓扑 群 的 同 构 


GK (GN) RINTY. 


(i) 设 G 是 紧 群 ， 五 与 NN 分别 是 G 的 闭 子 群 与 团 正 规 子 
群 . 则 五 mw 是 吾 的 闲 正 规 隔 群 ， 且 有 拓扑 群 邮 构 


NHIN < HIHNAN. 
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证 明 参 见 [PT, p.126 和 p.129. 
关于 和 狗 扑 群 更 系统 的 知识 参见 [Pl. 


习 题 


1. 著 吕 是 连通 的 折扣 群 则 好 没有 开 的 真子 群 也 没有 指 
数 有 限 的 亲 真 子 群 . 

2， 设 局 为 拓 打 群 . 若 百 是 个 的 子 群 (或 正规 子 群 ), 则 呆 也 ， 
是 子 群 (或 正规 子 群 }. 

3、 紧 至 离 贡 拓 扑 群 是 有 限 群 . 

4. 设 台 是 拓扑 群 . 证 明 对 和 角 上 映射 


了 了 下 让 E 


是 亲 上 映射 ， 

5.、 设 后 是 拭 扑 群 ， 百 是 后 的 亲子 群 ， 则 N(CH) 和 C,H) 
是 日 竟 闲 子 群 ， 对 每 个 EG CI) 也 是 目的 闭 子 群 ， 

6.、 证 明正 交 群 OD, 不 连通 . 

7. 著 玉 是 拓 圭 群 半 位 元 1 的 任 一 都 域 . 证 明 丰 在 1 的 邻 域 
VW 使 得 WV-1CU. 


82 紧 群 上 的 不 变 积 分 


在 有 限 群 G 的 表示 论 中 ， 经 常 要 用 到 GG 上 的 隔 数 了 在 上 
的 平均 re 于 7(9). 为 了 研究 紧 汰 的 表示 ， 我 们 需要 在 无 限 群 上 
. 7 


作 类 似 的 平均 . 这 就 是 要 在 紧 群 上 建立 的 不 变 积分 1 f(z)dzx, 或 
Haar 测度 dz， | 


第 6 章 ” 紧 群 的 表示 269 


2.1 定义 设 扎 是 紧 群 如果 对 于 每 一 个 定 习 在 G 上 的 实 值 连 
续 函 数 ffz), 均 存 在 一 个 实数 ， 记 为 有 f(s)dz, 满足 下 述 条 件 : 
0) 线性 ， 对 于 实数 a,8 和 G 上 的 实 信和 连续 函数 f,9 有 


/eva + gr))de =af fo)ae 18 f gee 
Gi) 正定 性 ， 车 f(z) > 0. vz e G, 则 
f far 20 
目 等 号 成 立 当 且 仅 当 /三 0 
(ii) 不 变性 : vg E G, 有 
f root = f tana = f far 


(iv) 规范 性 : 
ldx = 1: 


LE 


(Y) 可 道 性 : 
/erDdz= f fr)dz, 
则 称 在 G 上 建立 了 一 个 不 变 积分 . 


2.2 例 1 对 有 限 群 G, 邻 
| fds = 7 Df09). 


则 在 G 上 建立 了 一 个 不 变 积 分 . 
例 2 对 于 平面 上 旋转 和 群 G = 5S', 今 


/ fiz)dz :一 二 f° flev Yao, 


270 群 与 代数 表示 引 论 


则 在 GG 上 建立 了 一 -个 不 变 积 分 {此 处 f 是 实 值 函 数 ). 
例 3 设 和 N 是 紧 群 G 的 任 一 闲 正 规 子 群 则 GG = G/N 也 是 
紧 群 ， 其 上 不 变 积 分 可 由 G 上 的 不 变 积分 请 导出 : 


/ flr)dr := / Ftdy, 


其 中 (2) := f(yN), vy eG. 

紧 群 上 不 变 积分 的 存在 性 与 唯一 性 出 下 述 定理 保证 : 
2.3 定理 在 任 一 紧 群 上 有 且 仅 有 一 种 方法 建立 不 变 积 分 . 

这 里 我 们 不 打算 给 出 此 定理 的 证 明 , 读者 可 参见 P], p-209 (或 
[IQ], p.286; 或 [CY1, p.162; 或 [XHM], p.250). 


2.4 ”对 于 定义 在 紧 群 G 上 的 复 值 函数 了 lz), 总 存在 实 值 函 数 gfz) 
和 h(tz) 使 得 f(x) = g(x) 十 访 (T). 者 9(7),h(lz) 均 连 续 ， 则 称 f(z2) 
连续 、 此 时 定义 


/raaz= f sa ti f h{z)dz, 


称 为 G 上 复 值 连续 函数 的 不 变 积分 . 容易 验证 , 它 也 满足 线性 、 不 
变性 . 规范 性 和 可 道 性 , 并 且 具 有 下 述 意 义 下 的 正定 性 : 车 h(2) = 
有 gtz) > 0, 则 | f(z)dz >0 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 f(x) 三 0 


2.5 设 避 与 互 均 为 紧 群 . 则 已 =Cx 互 亦 为 紧 群 ， 已 上 的 连 
续 实 值 函 数 f(z) 可 看 成 两 个 变节 z EG 与 yE 五 的 连续 实 值 苯 
数 . 固定 x, 则 得 到 鼠 上 的 实 值 连续 苑 数 乒 z, 切 , 因此 有 不 变 积分 


gt7) = 上 fr, ydy 
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可 以 证 明 g(x) 是 G 上 的 连续 实 值 函数 ， 从 而 有 


/ (f f(z, Wy) dz. 


同 理 ， 有 | (f fm dz dy. 我 们 有 
命题 


f (f (unas) a= 人 (|f foyer) dy = 人 7)dz 


记 为 
ff fir,v)drdy. 


证 明 参 见 上 日, p.217. 


习 是 


1， 验 证 对 于 紧 群 G 上 的 复 值 连续 思 数 f(t) 有 
六 rodz= | f{r)dz. 


2. 证 明 紧 群 G 上 的 实 值 或 复 值 连续 新 数 的 不 要 积 分 均 满 足 


] / f(z)dr 


< / [7(z)ldz。 


83 紧 群 的 线性 表示 、 完 全 可 约 性 


以 下 玉 均 指 实数 域 或 复数 域 . 
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3.1 定义 设 G 是 紧 群 ，V 是 有 限 维 F- 空间 . 如 果 存 在 拓扑 群 
的 同 态 p: G 一 GEL 则 称 (Vp) 是 G 的 一 个 F- 线性 表示 ， 
简称 为 G 的 表示 . 

注意 GL(V) 与 GLn(F) 作为 拓扑 群 是 同 构 的 ， 其 中 % = 
dim,pV. 

紧 群 的 表示 与 抽象 群 的 表示 的 区 别 是 增加 了 p 是 连续 映射 这 
一 条 件 . 与 抽象 群 的 表示 类 似 , 给 定 紧 群 G 的 一 个 线性 表示 (Vp) 
等 同 于 给 定 G 在 YW 上 的 一 个 连续 的 线性 作用 ， 这 里 连续 是 指 线 
性 映射 G x VY 一 TY 是 连续 的 . 因此 ， 又 将 紧 群 G 的 表示 WY 称 为 
连续 G- 模 . 


3.2 定义 紧 群 如 到 拓扑 群 GFEn(B) 的 一 个 拓扑 群 同 态 p 称 为 
妇 的 一 个 呈 次 敌阵 表示 ， 

与 抽象 群 类 似 ， 紧 群 的 线性 表示 与 矩阵 表示 是 一 回 事 . 

设 避 是 紧 群 ，p 是 抽象 群 G 的 n 次 矩阵 表示 设 plg) = 
(aifg) Y9 EG. 则 a : 一 也 gayj(W) 是 G 上 的 FF- 值 汕 
数 ,， 并 且 p 连续 当 且 仅 当 ab = Tijp 连续 ,其 中 mi : Mn) 一 下 
是 将 mm 阶 和 矩阵 送 到 其 (i, 站- 处 元 素 的 连续 映射 出 此 可 见 ，p 是 
紧 群 G 的 n 次 矩阵 表示 当 且 仅 当 ai 均 为 @ 上 的 连续 函数， 


1 <#, 7 < 


3.3 例 1 有 限 群 G 的 FF- 表示 是 G 作为 离散 紧 群 的 下 - 表示 . 
例 2 令 ps 351 二 CC', er rrye2crnr ye 及. 则 对 于 每 个 
n EZ pn 是 S51 的 1 次 表示 . 
例 3 设 G = On( 或 Un), V = Mn(R)( 或 相应 地 ， Y = 
Mn(C))- 定义 


DAYX = AXAT!, YAEG, XEV. 
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则 pp 是 G 的 rn 维 表示 . 

例 4 设 (wp) 是 紧 群 G 的 Ff- 表示 ,UV 是 WW 的 天 了 于 空间 且 
MH9)0VCU VY9eEG. 则 UU 也 是 G 的 -表示 ， 称 为 V 的 子 表 示 . 
(事实 上 ， 因 为 p: GxV 一 Y 是 连续 映射 , 故 p: GxUV 一 上 也 
是 连续 映射 ,) 


3.4 抽象 群 G 的 表示 的 许多 概念 与 结论 可 以 平行 地 括 到 紧 群 上 ， 
只 要 对 于 这 些 概念 与 结论 没有 特别 地 标明 要 求 G 是 有 限 群 . 

人 情 如 , 对 于 紧 群 G 的 两 个 表示 (Wp) 和 (7 pn 洛 存 在 了- 线 
性 映射 f: Y 一 使 得 


fn) =p lf, 四 EC， 


则 称 ff 是 六 到 V' 的 表示 同 态 或 G- 模 映 射 ; 或 f 还 是 线性 同 构 ， 
则 称 了 是 G- 模 同 构 ， 此 时 称 这 两 个 表示 是 等 价 的 或 同 构 的 . 
又 例如 ， 对 于 紧 群 的 表示 ， 我 们 也 有 Schur 引 理 . 


3-5 Schur 引 理 设 (Vi,pi) 和 (pa) 是 紧 群 G 的 两 个 不 可 约 
下 - 表示 . 

0) 车 ff 是 WW 到 仍 芍 任 一 非 零 G- 模 上 映射 ， 则 了 必 为 G- 模 
和 同 构 ， 从 而 千 全 与 全 不 等 价 ， 则 Homo (Wi, Y2) 二 0. 

(车 Hom (Wi, 和) 是 包含 了 的 除 环 . 

6Gi) 若 严 = C, 则 Homo (Vi,W) = Fly 宇 F. 


我 们 将 拍 每 群 表示 的 其 它 基 本 概念 与 结论 在 紧 群 表示 中 的 类 
伺 物 的 准确 描述 留 给 读者 ， 只 要 注意 到 在 照搬 过 程 中 过 到 “和 群 同 
态 ” 时 应 改 为 “拓扑 群 的 同 态 ”, 不 再 一 一 费 述 . 


3.6 在 I.4.8 和 习题 14.4 中 我 们 看 到 ， 有 限 群 的 复 表 示 和 和 实 表示 
分 别 是 西 表示 和 和 正 交 表示 .这 一 重要 结论 在 紧 群 中 也 是 对 的 ， 它 
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是 紧 群 表示 中 最 基本 的 事实 


定理 (i) 紧 群 G 的 任 一 有 限 维 复 表示 (VY,p) 是 酉 表示， 即 
存在 Y 上 的 内 积 (-, 一 ) 使 得 


(p(s PUG D2) 一 {V1 ,12), Yq G, Wi, V2 蕊 到 


(加 紧 群 G 的 任 一 有 限 维 实 表示 (VY,p) 是 正 交 表示 ， 即 存在 
Y 上 的 内 积 (一 ,一 ) 使 得 


《pf Pa = (yy do}, V9 EG, vv EW 


证 只 证 他 .将 (i 和 留 作 习 题 . 
设 an 是 站 的 一 组 基 . 全 (一 ,一 ) 是 VW 上 通常 的 内 积 ， 
即 


BC Oi > oo 二 »》” CD. 
星 于 t 
对 于 gEG,u= 2 Ui = 2 byWy) 令 

folu, vo) = (plg)u, p(g)v), 


则 易 验 证 fo 是 G 上 的 连续 复 值 函数 ， 从 而 由 不 变 积 分 的 存在 性 
可 令 


tus = | fv)ds. 


利用 不 变 积 分 的 性 质 直接 可 验证 (-, 一) 是 六 上 的 内 积 ， 妈 VW 对 
于 (一 ,一 也 作成 西 空间， 再 利用 不 变 积 分 的 不 变性 容易 验证 


《PR = (um, YheG. 


从 而 pl(2) 是 六 上 的 酉 变换， WVh eG. 口 
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3.7 推论 是 紧 群 的 任 一 复 表 示 均 是 完全 可 约 表示 . 

(i) 紧 群 的 任 一 实 表示 均 是 完全 可 约 表 示 . 

证 只 证 人 站. ( 训 类 似 可 证 . 设 (Vp) 是 紧 群 G 的 任 一 复 表 
示 ， 也 是 其 子 表示 令 DC 是 上 5 关 十 内 积 (~-, 一) 的 正 交 补 ， 则 
TY = UV@UL. 只 要 证 Ut 也 是 G 的 表示 . 

vu evUt,geEd, NN plyv eVU-. 事实 上 ， 因 ply) 是 本 变换 ， 
故 有 

(plo TD = (vp (OU = wvU =0. 口 


3.8 推论 设 (V,p) 是 紧 群 侣 的 n 维 复 表示 , pl9) = (aij(9)), vg E 
G. Wois(tg =an(D), 1l<i, jn. 
证 由 pl9) 是 西 矩阵 及 pl(9-!) = plg)~! 即 得 . 口 


习 题 


证 明定 理 3.6 [说 . 
态 bel 紧 群 的 不 可 约 复 表示 列 是 工 维 的 . 

写 出 紧 群 表示 的 Schur 引 理 的 拒 阵 形 款 . 
证 绥 紧 群 502 的 不 可 约 复 表示 均 是 1 维 的 . 

紧 群 G 的 两 个 1 次 表示 p 和 p' 是 著 价 的 ， 当 且 仅 当 
plg} = p(9), V9 EC. 

6、 证 明 对 于 AAbel 紧 群 避 的 不 可 约 表 示 p 有 |p(9)| = 1, vg € 

GQ. [提示 : 利用 p 是 酉 表示 .] 


必 区 


en 


$4 不 可 约 表 示 的 撼 阵 元 的 正 交 关系 


本 节 总 设 五 二 忆 或 CC. 
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4.1 用 CtG, 如 表示 G 上 连续 FF- 值 函数 作成 的 F- 空间 ， 对 于 
Hg eCtG, 癌 ,定义 
(由 := / FlzjgGjdr， 
其 中 可 是 g(z) 的 共 罗 复 数 
由 不 变 积分 的 性 质 知 (-, 一) 是 C(G, F) 上 的 一 个 内 积 . 
若 (9) = 0, 则 称 了 与 9 正 交 ; 若 念力 二 二 则 称 f 是 规范 
的 . 


注 当 G 是 有 限 离散 紧 群 时 ， 上述 (-,-) 与 I.2.1 中 定义 的 
(-, 一 ) 本 质 上 是 一 致 的 ， 在 II.2.1 中 我 们 用 g(z-1) 而 不 是 gz) 
因为 当时 FF 是 任 一 域 ， 对 于 复 特 征 标 ， 这 两 者 是 一 致 的 . 

4.2 对 于 紧 群 加 的 开 - 表示 (Vp), 同样 定义 其 特征 标 函 数 xp. 对 
于 p{9) = (aij(9)), 由 定 阵 元 aij 的 连续 性 知 
Xp(9) = trp(g) = alg), V9 eG, 


是 G 上 的 连续 函数 , 它 具 有 与 II.1.2 中 相同 的 基本 性 质 (除非 11.1.2 
中 标明 只 对 有 限 群 成 立 的 性 质 ). 特别 地 ， 我 们 有 


xolg ') =trp(g 1) = trp™ (9) 
= tr(p(9)") = Xp(g)， 
因为 紧 群 避 的 任 一 六 表示 人,p) 均 是 完全 可 约 的 (推论 3.7)， 
故 其 特征 标 x 是 不 可 约 FF- 特征 标的 各. 


用 Ir.G 表示 紧 群 G 的 所 有 互 不 同 构 的 不 可 约 FF- 表示 作成 
的 集合 ， 用 Irr.G 表示 Irr,G 中 所 有 表示 的 特征 标的 集合 . 


下 述 和 定理 给 出 了 紧 群 的 不 可 约 表示 的 矩阵 元 之 间 的 正 区 关系 . 
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4.3 定理 设 {(V,p) 与 (DU,w) 是 紧 群 G 的 两 个 不 可 约 五 - 表示 ， 
其 维 数 分 别 是 nn 和 和 mm. 令 


P(g) = (Gt0), PA) = (bit9)), Yo EG. 
Q) 车 p 与 o 不 等 价 ， 则 


(ap := / a (9) bit)dg =0, 
Li 
li<i In 1 < ki<m. 
Gi) 设 下 二 CC. 出 
1 
(qi;, Gri) = 上 aij(g)an{g) dg = Dik 
[es 
1 <oj k,l <n. 


证 首先 规定 一 下 记号 . 者 M(9) = (mij(9)) 是 mxn 给 阵 , 
其 中 mij 均 为 紧 群 G 上 的 连续 下- 值 函 数 ， 则 规定 


f Mag 

是 mxn 证 阵 ， 其 (i 让- 处 元 素 为 / maj(g)dg. 
性 到 一 个 m xn 复 第 阵 C, 今 | 

C := / pf9)Cofg)ydg. (+*) 

对 于 任 一 辕 定 的 z € G, 由 不 变 积分 的 不 变性 有 


Pp!(r)Cp(z) = / p (rp (gCp(lg) plr)dy 


= / or-l(zg)Celgz]ag 


一 / pg Cp(g)dyg 
二 人 . 
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这 表明 矩阵 C 给 出 了 不 可 约 表示 p 到 不 可 约 表 示 y 的 一 个 表示 


现在 取 CO 为 答 阵 单位 CEL 
(i) 车 p 与 w 不 等 价 ， 则 由 Schur 引 理 知 C= 0. 由 定理 3.6 
知 
p19) = p90) = (9)， 
取 夭 阵 等 式 


C:= | » (gjeriptg)dg =0 
两 边 的 (4, 说 - 处 元 ， 即 得 
0 = / brr(gjai(g9)dg 
= / ois(g)butg)dg 
一 (es byt). 
由 志 记 天 的 任意 性 即 证 得 0. 


(i) 车 五 = 人 ,在 人 《*) 中 将 pl(g) 改 成 plg), 则 得 到 不 可 约 复 表 
示 p 的 自 同 访 . 从 而 由 Schur 引 理 知 相应 的 满足 C= ML, 入 E 
C*, 其 中 入 可 确定 如 下 : 


Mn = tr(O] = / tr(p! (9)Cp(g))dg 
一 | trfCdg = tr(O) 
= trfeki) = ir- 
再 取 和 矩阵 等 式 X1，- G 两 边 的 (人 四- 处 元 ， 即 得 


Adj! = f dj (am(g ds 一 【ai a). 
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从 而 证 得 (ii). 口 
注 车 口 是 有 限 群 ， 则 如 是 离散 紧 群 因此 上 述 定理 就 给 出 
了 有 限 群 表示 矩阵 元 间 的 如 下 正秋 关系 {这 一 点 在 IL2 中 并 未 指 
出 ): 
人 日 车 p 与 不 等 价 ， 则 
(abut) := 而 >》 oajfg)5ur(9] = 0, 


Er 
1 <ioi<n,1<hl<m. 


(车 玉 =C, 则 
1 ——— 1 
(aij, On) 一 | 可 2 05 (gjaxr(g) = ik 
EG 
lei hkl. 


下 述 定理 给 出 了 紧 群 的 不 可 约 特 征 标 间 的 止 交 关系 . 


4.4 定理 设 (Vp) 与 (Uw) 是 紧 群 G 的 两 个 不 可 约 FF- 表示 ， 
其 维 数 分 别 是 nn 和 m, 特征 标 分 别 为 Xe 和 Xe- 
0 车 p 与 多 不 等 价 ， 则 


(Xp Xp) := / xp(g9)xs(g9™ dg = 0. 
车 五 = CC, 则 
(Xe Xp) 一 人 xolgjxolr dg =1. 
证 人 若 p 与 vy 不 等 价 ， 则 由 定理 4.3( 有 
(Xp: Xp) = f wns dag 


= / XploXv gdg 
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好 mr 


-上 aii(g) Y bitg)dy 


i—1 j=1 


- > / ea 的 有 ii3)G8 


( 车 下 = 则 由 定理 4.3 (ii) 有 


(Xp Xp) = / xpf9g)xpf8 jdg 


/ Xolg) Xo dg 


3 / a (9) a (0) dg 


lei jn 


>/ aiifgjaiilgjdg 


1 


二 1. 口 


利用 竖 群 的 不 可 约 和 将 征 标 间 的 正 交 关系 ， 可 以 得 到 一 些 恒 要 
而 有 趣 的 推论 , 也 再 次 表明 紧 群 的 表示 与 有 限 若 表 示 的 相似 性 {但 
要 注意 一 个 车 要 的 事实 ， 紧 群 的 不 可 约 表 示 通 常 有 无 限 多 个 ). 
4.5 推论 中 Irr.G 是 CG,C) 中 正 交 规范 集 . 特别 地 ，Irr_.G 
中 元 是 C- 线性 无 关 的 . 

(i) IrrsG 是 CG,R) 中 正 交集 ， 特别 地 ，lirrsG 中 元 是 R- 
线性 无 关 的 . 
4.6 ”推论 (表示 等 从 的 判别 法 ) 设 记 河口 是 紧 群 安 的 两 个 天 
表示 . 则 p 与 ¥ 等 价 当量 仅 当 xp = Xp、 
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证 ”只 需 证 充分 性 . 设 xs = xw. 因 jp 与 y 均 是 完全 可 约 的 
[定理 3.6), 故 有 


号 
Xp = YD ,miXi, xy = D2, nx 
1 二 1 1=1 


其 中 msn > 0,xi 均 为 不 可 约 特征 标 ， 且 Xi 与 x; 相应 的 不 可 
约 表 示 互 不 等 价 ，i 关 ij 从 而 


(Xp = mi Xi Xi), 
Cp Xi) = n(x XO). 


由 不 变 积 分 的 正定 性 知 (xipxi > 0 上 故 从 xp = Xe 推出 mmx; = 
ni 1 <i<s, 即 p 与 vw 等 价 . 口 


由 上 述 证 明 即 知 


4.7 推 伦 {不 可 约 分 解 的 重 数 ) 设 p 是 紧 群 上 G 的 伍 一 六 表示 . 
如 不 可 约 表 示 9 在 p 中 的 重 数 为 

(Xp, Xs) 

(Xe， Xe 
特别 地 ， 和 若 下 = CC, 财 这 个 重 数 鸭 (XpyXeo). 


4.8 推论 (不 可 约 性 判别 法 ) 设 p 是 紧 群 G 的 任 一 复 表 示 . 则 p 
不 可 约 当 日 仅 当 (xnxp) = 1. ， 
证 必要 性 由 定理 44 即 知 . 设 xp = 2 ix 是 不 可 约 分 


解 . 则 


加 


(xp Xp) = $m?. 


?一 ] 


由 此 即 推出 充分 性 . 口 
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3 题 


1， 证 明 3.3 例 2 中 给 出 的 5S! 的 表示 是 51 的 全 部 互 不 同 构 
的 不 可 约 复 表 示 . [提示 : 利用 数学 分 析 中 的 结论 : 不 存在 与 所 有 有 
enz 也 一 0.1 -都 正 变 的 标准 图 数 .|] 


45 Petver-Weyl 定理 


十 一 节 我 们 已 对 紧 群 的 不 可 约 表 示 证 明了 类 似 丰 IL2 中 主要 
定理 的 正 交 关系 ， 自然 的 问题 是 ， I3 中 “有 限 群 不 可 约 复 表示 
的 特征 标 作 成 类 函数 空间 的 一 组 基 ” 在 里 群 中 有 无 相似 的 绪论 ? 
Peter-Weyl 定理 给 出 了 肯定 的 回答 ， 

当 我 们 考虑 最 简单 和 基本 的 紧 群 9: 时 ， 轩 函数 分 析 知 道 ， 
$1 上 任 一 连续 复 函 数 f 均 可 展开 成 Fourier 级 数 


天 (有 一 》， ein 
nea 


其 中 Fourier 系数 为 
1 2 , 
rn 二 去 上 Fe 一 nedpb， 


因为 31 的 不 可 约 复 表 示 询 为 1 次 的 ， 上 且 en n€ 2, 是 今 的 互 
不 等 价 的 不 如 约 复 表示 的 全 部 矩阵 元 ， 故 可 用 紧 群 表示 的 语言 将 
上 述 Fourier 定理 重新 叙述 成 : 

紧 群 5! 上 的 任 一 连续 复 函 数 f 均 可 由 31 的 全 体 互 不 等 价 
的 不 可 约 复 表 示 的 矩阵 元 一 致 过 近 . 

Fourier 定理 在 理论 和 在 实践 上 均 具 有 重要 的 意义 ， 而 Peter- 
Weyl 定理 则 可 视 为 这 一 定理 的 自然 推广 . 


第 日 齐 紧 群 的 表示 2 
5.1 设 避 是 紧 群 ，C(IG,C) 是 GG 了 连续 复 值 酌 数 的 集合 则 
C(G,C) 对 于 内 积 

(0.9) = fie)gtjds 
作成 度量 空间 ， 另 一 方面 ， CIG, C) 对 于 距离 


|f ~ gllsup := sup f(x) 一 9 人]| 


也 作成 度量 空间 ， 显 然 有 
|f 一 引 。。 ce -一 YW (f 一 多 了 一 区 < | gllsup: (+) 


定义 设 G 是 紧 群 。， 和 A 是 复 内 积 空间 C(G,CQ) 中 可 数 或 有 
限 包 个 两 两 正 交 的 非 零落 数 的 集合 . 4 称 为 完备 的 ， 如 果 对 于 
G 上 的 任 一 连续 复 值 函数 f 和 任 一 正 数 <, 均 有 复数 c1,… ,cn 和 
用 1,…- ,fn € 仿 使 得 


TE 


f(x) - Di eifil(z) 
tf 二 1 
由 {*) 即 知 ,车 入 是 CtG,C) 中 的 一 个 正 交 先 备 集 ， 则 分 张 
成 的 子 空间 在 C(G.C) 中 稠密 (对 于 C(G,C) 的 上 述 内 积 作成 的 
拓扑 而 言 )， 


5.2 命题 设 G 是 紧 群 ，4 是 C(G,C) 中 的 正 交 完备 集 ，f € 
CCG, 人] 则 对 任 一 E> 0, 存在 及 ~ ,fn EE 了 使 得 


| 三 
+ 一 
其 中 心 是 了 关于 和 的 Fourier 系数 ， 即 


(f, fi) ，， 
一 (有朋 “下 


太志， 


Oe 
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证 对 于 z>0, 取 0 <e <a 由 完备 性 的 定义 知 存在 复数 
Cl 3 Cn 和 ff E | 使 得 


f(x) 一 》 efilz) <a, YrEeG. 
从 而 
| -SY efil <e<s, 
由 (*) 即 知 
(A Dj ciF 一 of) <e. 
i—1 i=1 
另 一 方面 


( -DD_cifi, 了 一 of 
一 二 :二 1 


= (ff — Df fom — Dh fect Dfi, fcim 


i 二 1] 4 一 1 


一 (f, 用 (fi, fi)ast 十 (fi, f(a, 本 Co) (a, 本 6) 


一 t—1 


> (f,f)— Df fi)asa; 


1 二 1] 


= (- Y aifi, f — Dt) - 
r=1 一 | 
因此 
(- 六 于 一 > < EE, 
即 


忌 三 。 口 


| 一 af 
ij 


[| 
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5.38 推论 . 县 避 足 紧 群 ， 和 是 CIG,GC) 中 的 正 奖 完备 集 ， 0 对 
feCG,O). 若 了 与 入 一 {ff} 中 任 一元 均 正 交 ， 则 f € 和 4. 
证 否则 ， tir 一 【于 态 一 心 ， vf EA. 故 由 命题 5.2 知 


liflloseo <E. YE>D0, 
从 而 推出 了 = 0, 着 盾 . 口 


5.4 Peter-Weyl 定理 设 G 是 紧 群 . 则 G 的 所 有 于 不 等 价 的 
有 限 维 不 可 约 复 表示 的 矩阵 元 作成 的 集合 是 C(G, C) 的 完备 正 交 
集 ， 晶 任意 一 个 矩阵 元 与 自己 的 内 积 等 二 圳 . 其 中 n 是 相应 的 不 
可 约 表 示 的 维 数 . 


由 针 , 只 要 证 明定 理 中 的 完备 性 部 分 . 这 里 我 们 不 打算 给 出 
甚 证明， 可 参 抑 [P], pb.246. 


5.5 推论 设 G 是 紧 群 ，g 关 hEG. 则 存在 G 的 有 限 维 不 可 约 
复 寡 东 p 使 得 pl9) 关 pl 有. 特别 地 ， 若 g 关 1, 则 存在 G 的 有 限 维 
不 可 约 复 表示 p 使 得 p(9) 不 是 单位 阵 . 

证 明 可 参见 [P], p.251. 


5.6 定理 设 G 是 紧 群 ， 则 IrroG 是 C 上 连续 类 函数 空间 的 正 
交 完 备 规 范 集 , 

证 在 针 中 已 证 明 IrruG 是 GG 上 过 续 类 函数 空间 的 正 交 规 
范 集 ， 只 需 证 明 其 完备 性 部 分 ， 即 对 - 凡 GG 上任 一 连续 类 冰 数 了 和 和 
任 一 > 0, 均 存 在 复数 cl ,an 和 Xi xnEeIree 使 得 


fx) 一 > AmXmlT)) <E, YrEG. (™*)} 

二 1 
令 4 是 吕 的 所 有 互 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 复 天 示 的 矩阵 元 
作成 的 集合 . 我 们 断言 ,为 了 证 明 完备 性 ， 只 要 证 明 ; 对 于 任 -- 右 
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上 的 连续 类 画 数 g(x), 其 中 gtx) 可 以 表 成 4 中 有 限 个 元 的 复线 性 
组 合 ， 则 看 在 复数 ai, ….an 和 Xt,…, xn EIrrcG 使 得 


Fy 
qt{I) 一 > dm Ym 7). 
t= 1 


事实 上 , 由 Peter-Weyl 定理 知 存在 2 中 有 限 个 元 的 复线 性 组 
合 9(7) 使 得 
(fxr) — g(r)| < YrEG. 


因此 


| fase Yda ~ { stora ae 


二 f {flara™!) ~ glarza ')) da 


< f Hflare')— ooro lda 
Li 
_。 
令 g(x) = f slasa- de 因 f 是 避 上 的 类 函数 ， 故 f(x) = 
/ flz)da = / jteza-!)da, 从 而 上 趟 可 写成 
[fn) -el < 


由 不 变 积 分 的 不 变性 知 afz) 是 马上 的 (连续 ) 类 函数 . 因 g(xz) 是 和 4 
中 有 限 个 元 的 复线 性 组 合 , 故 q(x) 也 是 . 《事实 上 , 因 g(x) 是 所 中 
有 限 个 元 的 复线 性 组 台 ， 故 存在 pm (7) = (af (z)) < Tr_ Gy 一 
1,---,n, 和 和 复数 cn,m 三 1 使 得 


1 
#3) 一 bp cymai, (rx). 


EL 
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因为 pnfaza” ) 与 pmfz) 是 相似 的 矩阵 ， 故 gtaxra-1) 作为 z 的 
函数 仍 可 由 of ”)(z) 线性 表 出 , 从 而 lz) = /glaxa-')da 也 是 4 


中 有 限 个 元 的 复线 性 组 合 . ) 因此 ， 由 题 设 知 g(x) 具有 下 述 形 式 : 


gf(z) = $Y amxmlz), 
和 证 一 上 
这 就 得 到 (**). 
现在 设 9(z) 是 G 上 连续 类 函数 且 9(z) 是 4 中 有 限 个 元 的 复 
线性 组 合 ， 即 存在 pmtz) = (ay (z)) € IrroG, m = 1,…,n, 和 复 
数 eijmy 二 1 1 和 2 二 nm 其 中 ds 是 不 可 约 表 示 pm 的 
次 数 ， 使 得 


如 (全 】 一 »_ cijmas™ (zr) 


EF 


1 
=- 和 和 oo 


m=1 i}.} 


一 >» Prm tr)， 


因为 g(x) 是 类 阔 数 ， 故 每 个 pm(x) 也 是 类 国 数 ， 事实 上 ， 因 为 
pmfare-1) 与 pmlz) 是 相似 的 算 阵 ， 战 每 个 pm taza-!) 作为 x 的 
阔 数 仍 可 由 ai™ (zx) 线性 表 出 ， 从 而 由 等 式 


地 Li 


glara ')= Y pn(ara !) =g(£)= 》 pmlz) 


一】 mm 二 1 
和 4 中 元 的 线性 无 关 性 即 可 得 出 


Prmfara 一 pomfz， 1l1<m<n. 
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而 由 pm (lara 1) = pm{e)pm(z}pm(la~1) 即 知 


porfara  ) 一 》 cma (aza !) 
| 


= > cijmat™ (ool (za 人 (wu ) 


Bk, 


= YY cmal (oa (aas (zh. 


Ek 


比较 at (zr) 在 pmtara-!) 中 的 系数 和 在 plz) 中 的 系数 ， 并 由 4 
中 元 的 线性 无 关 性 ， 即 得 到 


Crna 一 > oat) (a) ey ary (a™! ). 
i 


令 Cm := (cm) 则 得 到 上 式 的 矩阵 形式 
Cm 一 pmfa)Cowpinfe)， wa E (7. 


从 而 由 Schur 引 理 即 知 C5 = am 万 工 为 单位 阵 ， am EC. 
于 是 


G(x) = Y cimair (7) 
i 

二 > {Ln at (x) 
了 


一 CmXm{r), 
其 中 xm 是 om 的 特征 标 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 口 


5.7 推论 设 吕 是 紧 群 ，9 和 下 是 后 中 两 个 不 共 颈 的 元 . 则 存 
在 殷 的 有 限 维 不 可 约 复 表示 的 特征 标 x 使 x(g) 冯 x(). 

证 明 参 见 [P], p.253. 

类 似 于 推论 5.3, 我 们 有 
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5.8 推论 设 G 是 紧 群 ，2A 是 GG 上 连续 类 函数 空间 的 一 个 正光 
完备 集 ，f 是 安 上 非 零 违 续 类 画 数 . 若 了 与 4-{ 及 中 任 一 元 
均 正 变 ， 则 fe 和 A. 

5.9 推论 设 G 是 紧 群 ，A 是 frroG 的 一 个 子 集 且 如 是 马上 
连续 娄 天 数 空间 的 -~ 个 正 交 完备 集 ， 则 4 = IrreG. 


86 SU 与 90s 的 复 表 示 


本 节 我 们 讨论 最 简单 而 又 “ 非 平 ” 的 紧 群 S02 和 50O3 的 复 
表示 - 根据 紧 群 表示 的 完全 可 约 性 ， 只 要 研究 其 不 可 约 复 表示 . 
加 顾 $02 是 行列 式 为 1 的 2 界 西 阵 的 乘法 群 ， 因 此 


六 
so (人 了) 
一 2 2 


Zi 22 EO, Ea 十 Eb 一 上 


心 


| 
为 基 的 4 维 向 其 空间 ， 设 M = 学 mie NN = 沁 Wer. 定义 


(CM, NY) := T0060 十 了 2 + Tobe + Ta- 
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则 (-, 一 ) 是 联 上 的 内 积 ， 也 对 于 {-, 一) 作成 4 维 殉 氏 空间 , 直 
接 验 证 即 知 4 e SU 当 且 仅 当 4€H 且 (4,4)=1. 由 此 即 得 
6.1 引 理 SU 恰 为 单位 球面 全. 特别 地 ，5SUs 是 连通 的 紧 群 . 
6.2 定理 存在 抽象 群 的 同 构 

SOs SU/{T, -7}. 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 需 要 做 奉 干 准备 . 令 


着 1 wa 十 二 3 
让 二 < 让 二 
To 一 ] 到 一 工 1 


则 五 是 责 上 以 


出 1 工 2j 站 3 所 a| 。 


为 基 的 3 维和 何 晤 空间. 
设 素 一 宙 有 十 2 大 2 十 3 训 3， 一 用 且 1 十 号 十 WA 定义 
{ 人 了 :一 iV + WY 十 了 333- 
则 是 关于 上 述 内 积 (一 ,一 ) 的 3 维 欧 氏 空间 . 令 
日 :9 — GL(E), 
A ptd). 
其 中 
pAYX := AXATi, YYEeE. 


则 和 容易 验证 p 是 SUs 到 GZL(E) 的 拓扑 群 同 态 ， 对 于 任 一 六 EE 
有 


{YY) = 1 十 7 二 一 det(XX). 
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因此 ， 对 十 任 一 4 & SVs 有 
(POADX, pA KE) = (AYAT!, AXA-!) 
= detid4X.A™') 
二 一 det, 元 ) 
— (X,X). 


这 表明 pl.4) 是 的 正 交 变换 . 从 而 plA) E Os3，det(p(.4)) e 
{1,—1}, YA € SU,. 

我 们 断言 det(p(4)) = 1 从 而 plA) E503, YA € SUs. 

( 圳 实 上 ,由 引 理 6.1 知 SUs 是 连通 的 , 而 p: SUs 一 GLIE) 
与 det : GL(EY 二 BR* 均 为 连续 上 映射， 因此 Imldet : p) 也 连通 ， 
从 而 det(p(AD 二 1, vA ee SUs.) 

由 此 即 得 到 


5.3 引 理 存在 拓扑 群 同 态 p: SU 一? SOs. 
为 了 证 明 p 是 满 射 我们 需要 如 下 两 个 引 理 : 


6.4 引 | 理 设 瑟 是 50s 的 子 群 ， 满 足下 述 性 质 ， 

(i 五 可 迁 地 作用 在 单位 球面 S3? 上 ， 即 任 取 R* 中 的 单位 向 
量 a 和 B, 存 在 Fe 五 司 得 Fa) =; 

(i) 存在 一 根 轴 使 得 玉 包含 绕 这 根 轴 的 所 有 旋转 ， 

则 五 = 50s. 

证 注意 SOs 怡 是 RB? 中 所 有 旋转 作成 的 群 、 设 豆 包含 了 
绕 轴 {ey 的 所 有 旋转 且 |e| = 1. 对 上任 一 9 e SOs, 由 人 知 存在 
fe 是 使 得 

je = ge. 
从 而 f-19e = e. 故 广 109 是 绕 轴 te) 的 一 个 旋转 ， 由 (过 即 知 
figeH, 于 十 oe€H. 口 
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6.5 引 理 设 0 关 所 <E 五 . 则 存在 4E535a 使 得 


二 EAT 一 cK, 
1 


其 中 XX! = ( 站 ;5 > 0. 特别 地 , 大 于 为 单位 向 量 , 则 c = 1. 


证 因为 天 是 迹 为 零 的 Hermite 对 称 阵 ， 故 蕊 西 相 似 于 一 
个 这 为 零 的 实 对 和 角 阵 ， 即 存在 2 阶 本 阵 B 舍得 
BXB- = (: 9 ) “> U0. 
0D -ec 


令 44= (det(B))"#.B. 则 det(4)=1, 且 有 


AA = {det(B))-3.B. (de B) -i.B 


= Jdet{ BY)|-!IT = 1, 
其 中 用 到 了 酉 阵 B 的 行列 式 的 模 长 为 1. 这 表明 4E SU 而且 
AXA-i— BYXB-l=e (, . 口 


6.6 定理 6.2 的 证 明 为 了 证 明 p: 355 一 5SOs 是 满 射 , 只 要 证 
明 Imp 满足 引 理 6.4 中 的 条 件 ( 和 (i). 
设 针 与 YY 是 EE 中 的 两 个 单位 向 基 ， 则 由 引 理 6.5 知 存在 
4eEStp 司 得 474- 二 了, 即 p(X = 了 , 即 Imp 满足 条 件 (i). 
为 了 验证 条 件 ( 训 , 我 们 要 计算 pf(4(9)) 其 中 


er 0 
A(0) = est, peR. 
0 一 刘 


对 于 任 一 六 E 互 有 


po(4())X = A(O)X A-1(A) 


下 1 el20 (mo 十 证】 (+) 
ei20 (x2 — ira) 一 次 1 | 
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从 而 p(4( 站 ) 在 基 1、 不 2, 3 下 的 给 阵 为 


1 0 0 
U cos28 —sin26 | ， 
0 sin28 -cos28 


这 表明 p(- 析 外) 是 找 轴 {XX,) 、 转 角 为 28 的 旋转 ， 当日 取 唤 实数 
时 ， PH 的 ) 就 给 出 了 绕 (六 1) 的 所 有 旋转 ， 从 而 Imp 满足 条 件 
[ii . 

剩 下 只 要 证 明 Kerp = {1, 一 J}， 显然 {1, 一 1 C5 Kerp.， 设 
半 E Kerp. 则 pl.4} = 1。. 特别 地 ， 有 


PLAYX! = AX1A = Hi, 


这 推出 44 是 对 和 角 阵 ， 即 二 = 4 的 . 再 日 人) 式 和 pt.4( 匀 ) = 1s 即 
知 en 一 1 ee 一 土 ], 则 4 二 土 1. 口 
注 上 述 证 明 并 未 断言 p 是 并 映射 ， 因 此 定理 6.2 中 的 群 同 
构 只 是 抽签 群 的 同 构 . 
现在 我 们 来 构造 35 的 一 组 大 可 约 复 表示 . 


设 1 是 两 个 变 元 了 与 站 的 nm 次 齐 次 复 系 数 多 项 式 的 集合 . 
则 VW 是 以 zy 开 二 01 .mm. 为 基 的 ml 维 复 空间 ， 念 


$B SIAC) 一 GE)， 
4 二 人 >} BA), 


Mal Qa22 


其 中 


【齐全 FT 十 Ga A127 + m2 
= f(r)A), YF En. 
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则 易 证 
(i) En(A) E GL Yn). 
(ii) $a(A4B) = Bat Ad)Bn(B). 
(ii) 更 。 是 连续 映射 . 
例如 ， 为 了 看 出 (iii), 注意 到 


Bn (A Ty) = (Gn + Qa ) (a122 + Ga28)m ™. 


从 而 更 (4) 在 基 zeg 下 的 此 阵 元 素 是 关于 aliyai2y 21; 822 的 
案 项 式 ， 于 是 理 , 是 连续 映射 . 
将 包 , 限 制 在 子 群 SL 上 即 得 到 SU 的 一 组 复 珍 示 


{Ti Bn = 0,1,2.... 
6.7 3 引 理 (15,@n) 是 SU 的 两 两 互 不 等 价 的 不 可 约 复 表 示 ， 


Rn 二 0,1,2,-.... 
证 设 作 是 全 的 子 表 示 . 


则 工 是 SUs 的 子 群 、 + 是 TW E 环 . 因 
BC4(aD)(zegn -全 = ahrnakgyn 
故 Cztyn-* 均 为 WW 的 1 维 T- 不 变 子 空间 且 


,一 中 Crty™ kt. 
D7 
于 是 作为 子 群 工 的 表示 是 完全 可 约 的 ， 从 而 矿 作为 工 的 表 
示 是 某 些 Crryr -7r 的 和 . (事实 上 ,设立 是 厂 的 关于 了 的 
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不 可 约 子 表示 ， pi : 了 二 Cry" 是 投影 映射 若 p; 关 0, 则 
区 兰 Cz9 由 于 Crziyn i 二 0.1,---,n, 作为 工 的 表示 是 两 
两 互 不 同 构 的 ， 从 而 U = Czem ) 

设 To E 古风 


o a 六 卫 一 入 
ee 
= {ar — Byy (r+ dy) € WwW. 


天 W 是 革 些 Czxsy""s 的 和 ， 了 E 禾 且 上 有 一 非 霉 项 arB"-"z"， 
| 


Cr 四 
z (( 一 2 )) "= (or Bo)" ew 
一 所 全 
同 理 可 若 对 人 尾 一 点 有 xy" EW, 芭 WW = 口 


因为 503 SUz/{1, -下 , 故 5U2 的 不 可 约 表 示 ( 记 , Bw) 能 
够 自然 地 成 为 SOs 的 不 可 约 表示 当 且 仅 当 Kerg 2 {1, 一峰. 而 
Ker$n 2 {1, 一 1} 当 且 仅 当 Bn(~ 了 ) = 1,. 因 


(Ba — DNF = fF, = (1)" f(y), 
故 (一 了 = 1 当 且 仅 当 xr 为 偶数 .由 此 即 得 


6.8 引 理 【5 2n), n 二 0,1,2,-…, 是 SOs 的 两 两 互 不 等 价 的 
不 可 约 复 表示 ， 


为 了 证 明 在 引 理 6.7 和 引 理 6.8 中 给 出 的 表示 分 别 是 SUs 和 
SOs 的 全 部 欧 互 不 等 价 的 不 可 约 复 表示 ， 我 们 需要 如 下 引 理 : 


6.9 引 理 设 CofS0 是 单位 圆周 S 上 满足 
fa) = f(a), va E 
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的 连续 复 值 函数 作成 的 CS1.C) 的 子 空间 ，P 是 a 和 和 5 的 多 项 
式 p 的 集合 ， 满 足 


pla,a} = plaa), Yaesl. 


则 P 在 Co(S!) 中 竺 密 {对 于 C1S!,C) 中 的 度量 ). 

这 -- 引 理 是 Stone-Weierstrass 定理 的 一 种 特殊 情况 它 在 许 
多 函数 分 析 的 书 上 均 可 找到 . 
6-10 ”定理 我 们 有 


Irr {SU}) = {5 $) | 1 = 0,1.2,..-}; 
Irr. (SOs) — {f(tan, Son) | 二 0,1,2..: }. 


证 显然 只 要 证 第 一 个 等 式 . 为 此 只 需 证 明 更, 的 特征 标 xn, nn 二 
0, 1,2,.…, 作成 SU 的 连续 类 孙 数 空间 的 完备 集 (推论 5.9). 

首先 ， 我 们 断言 S02 上 任 一 类 函数 f 由 其 在 对 角 阵 4(o) 作 
成 的 子 群 上 的 限制 唯一 确定 ， 自 f(A4(6)) = (AB)). 

事实 上 ， 对 于 任 一 B & SU, 由 线性 代数 知 存 在 西 阵 上 使 得 


t 中 
UBUT! = fen = ( ) 
0 tH 


其 中 al= 芋 今 UU= fast im 则 UE Sts, 且 


UBU-! = At 0 aafo 1 
一 ， 一 er + 
oa 1 0 


这 就 证 明了 上 上述 盯 言 . 
其 次 ， 计 算 在 了 T 上 的 限制 ， 没 .区 oo = diag fa 一元) E 工 、 
其 中 Ia = 1. 
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因 


BA ry = a yh, 


人 Ca 十 1 -Ft | 


xnfd4fea)) = 2 ”1 一 -De - “一 一 一 
今 避 fal = xnfdfo))， 特别 地 ， 铝 三 1，6(a 二 oo+&. 下 
证 : ”和 厨 , 丰 ,£2，,…… 张 成 的 复 空间 WW Wa 6.9 中 的 了 ,显然 ， 
En E n=0.1,2,.…. 设 peEP. 因 plQ) 二 pt), Ya E51, 圾 p 夸 
与 互 的 对 称 多 项 式 ， 从 而 p 可 表 成 a 至 的 基本 对 称 多 项 式 


£1 二 全 十 


和 


的 多 项 式 , 即 吕 是 所 的 多 项 式 . 利用 数学 归纳 法 可 证 YE 和 ,n= 
0,1,2,…. 从 而 卫 二 外 .( 捉 实 上 ， 因 全 + = E161, 只 要 说 明 对 于 
任 一 了 和 ml ce 即 可 . 因 Cr = 1, 战 


Cyt 1 _ +1 


Entl = 一 一 十 可 
人 一 人 
。 交 _ 
他 二 十 过 _ rE rr nar 
二 一 
oa a 


一 点 :十 1 十 Em—1 万 IT. 】 


由 引 理 6.9 知 开 在 ColS1) 中 稠密 ,， 即 5 上 任 一 满足 f(a) = 
Fa 的 连续 复 什 函数 了 可 日 6,1, 名.…' 一 至 逼近 . 又 因 SL 上任 
一 连续 类 玫 数 f se 了 上 的 限制 唯一 确定 ， 市 这 个 限 
制 是 5 上 满足 Pa) = f(a) 的 连续 昨 数 ， 餐 f 可 由 Xo, XI, X23，…- 
一 臻 过 这 ， 即 A 是 SU 的 连续 类 函数 空间 的 完备 
集 . 口 
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